Matematik, KTH
B.Ek

Losningar tentan SF1662 DISKRET MATEMATIK, 2 juni 2015

Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Vi soker alla z € Z med 322z = 28 (mod 357).

Losning: 322z = 28 (mod 357) dr ekvivalent med att 322z + 357k = 28 {or nagot k € Z.
Euklides algoritm:

357 =1-322 4 35, 7 =322-9-35=

322=9-35+417, sa sgd(322,357) = 7 och =322 — 9(357 — 322) =

3b5=5-7T+0 =10-322—-9-357
Division med sgd(322,357) = 7 ger 46 - 10 + 51 - (—=9) = 1 medan den nya ekvationen blir
ekvivalent med 462 + 51k = 4.
Multiplikation med 4 ger 46 - 40 + 51 - (—36) = 4, sa {zg i ZiOgﬁ ar en l6sning.

Z, k ar dé en lésning omm 46(33—330) +51(k — ko) = O, dvs (eftersom sgd (46, 51) = 1, maste 51 | (z —zq),
sa * —xg = 51ln, n € Z, och alla n € Z ger 18sningar) L — T — 51In (och k — ko = —46n) for négot n e Z.

Svar: Alla losningar ges av € = 40 4+ 51n, diar n € Z.

(Alternativt, med Eulers metod: 322z + 357k = 28 ger « = —k + 283_% = —k + z, dar 28 — 35k = 3222, z € Z,
sa k= —9z + % = —9z 4+ u, dir 28 — 7z = 3bu, u € Z, sa z = 4 — bu, u € Z godtyckligt.

Det ger k = —9(4 — 5u) + u = —36 + 46u och # = —(—36 + 46u) + (4 — 5u) = 40 — 51u (sd u = —n).

Alternativt, med modulorakning: 322x =357 28 < 46x =51 —5x =51 4 (ty 357 = 7-51 | (3222 — 28) = 7 - (46x — 4) &
< 51| (462 — 4)) & —50x =51 40 (ty sgd(10,51) = 1, s& 51 | (—5x — 4) < 51 | 10 - (=5z — 4)) < x =51 40.)

2) Fibonacci-talen {F,}22 , definieras av Fy =0, F1 =1, Fyo = Fpq1 + F, f6r n € N.
Vi skall for alla n € N visa att Fj41F,10 = FyFrqs + (—1)".

Loésning: Med induktion visas pastaendet P, : Fj,41Fpy0— FpFyy3 = (—1)" for allan € N.
Bas: P ar sant, ty VLg = Fy Fo— FyF5 = Fl(F0+F1)7O'F3 =1-1-0=1,HL9 = (71)0 =1.
Steg: Antag Py for ett godtyckligt k € N, dvs Fy 1 Frio — FpFriz = (—1)".

Da &r VL1 = FiroFits — Fiy1Fiya = (Fi + Frq1) Frys — Fior1(Frypo + Frgs) = FiFlqs —
Fry1Frpo = —(=1)% = (=) = 1Ly 44

Sa om Py ar sant dr Pj41 sant och enligt induktionsprincipen dr saken klar.

3) (3p) Vi soker antalet sitt att (oordnat) vélja ut 50 kulor bland 53 kulérta, sérskiljbara,
och 48 svarta, identiska kulor.

Losning: Ett val bestams helt av vilka vita kulor som ar med, svarta fyller ut. For varje
vit kula avgér man om den skall vara med eller inte. Det ger 2°3 mdjligheter, men oméjliga
ar fallen da vi valt 53, 52 eller 51 vita kulor (de blir for manga) eller da vi bara valt en eller
ingen vit kula (de svarta ricker inte for att fylla ut till 50 st). Dessa omdjliga fall dras bort.

53 vita kan viljas pa ett sitt (alla med), 52 st P& 53 siitt (vilken inte med?), 51 st pa (%) =
% = 26 - 53 sétt (vilka inte med?), en enda pa 53 sitt (vilken?) och ingen pa 1 sétt (ingen med).
Det sokta antalet blir alltsa 253 — 1 — 53 — 26 - 53 — 53 — 1 = 253 — 26 - 53 — 108.

Svar: 50 kulor kan viljas pa 2°3 — 26 - 53 — 108(= 9007 199 254 739 506) sitt.

4) G ir en #ndlig grupp, g € G uppfyller g°' = 1 # ¢'® och G har en delgrupp H med
|H| = 25. Vi soker (a, 2p) mojliga virden for o(g) och (b, 1p) minsta majliga véirde for |G|.

Losning: a. ¢°' = 1 ger att o(g) | 51 (kind sats), s o(g) &r nagon av 1, 3, 17, 51. Men
019 = (g7 # L, sk g # L och olg) # 1, 5.

b. Da g € G och H ér en delgrupp till G géiller (fran Lagranges sats) 0(g)||G| och |H|||G|, s&
17,25|G| och (mgm(17,25) = 17 - 25 = 425, ty sgd(17,25) = 1) 425||G|. |G| > 0 ger |G| > 425.
Exemplet G = (z), o(z) = 425 med g = 2%°, H = (2'7) visar att o(g) = 17 och |G| = 425 ir
mojliga. G = (z), o(z) = 1275 med g = 2?°, H = (2°!) visar att o(g) = 51 ar mojligt.
Svar a: o(g) = 17 eller 51, b: |G|:s minsta mdjliga virde ar 425.




5) (3p) Den ena av grafen G = (V| E):s tva komponenter &r isomorf med en plan graf vars
dualgraf ar isomorf med den andra komponenten. Vi soker e(= |E|), da v(= |V|) ar kénd.

Losning: Lat den i:e komponenten (i = 1,2) plant ritad ha v; horn, e; kanter och r;
ytor. Da &r v = v; + va och e = e; + es. I varje yta till en plan graf finns precis ett av
dualgrafens horn, sa r; = vy. Eulers polyederformel for en plan, sammanhéngande graf ger
v1—e;+1r :27 SéUl —e1+vy=v—e = 2 och el =wv — 2. Men €9 = €1 (varje kant i en plan
graf och dess dualgraf korsar precis en kant i den andra), sa e = e1+ ey =2e; =2v—4.

Svar: Antalet kanter ar e = 2v — 4.

6) Vi soker (minsta icke-negativa) resten da 26”" divideras med (a, 1p) 19 och (b, 3p) 23.

62015

Lo6sning: De sokta resterna ér x =, 2 , 0<x < pfor p=19,23.

a. Fermats lilla sats ger att 218 =19 1 (ty 18 = 19 — 1, 19 ér ett primtal och 19 { 2),

Sé 262015 _ 262‘62013 _ ((218)2)62013 519 1.

b. Fermat ger som nyss att 222 =53 1.

22 =2-11, sé 610k+1 =99 6 for k €N (enligt satsen bakom RSA; 2 och 11 primtal, 10 = (2 — 1)(11 — 1)).
Det ger 62015 = 201-10+1 -2061‘5* =29 6-6%=6-36% =95 6 (—8)? =22 6 (—2) =95 10.

For ett n € N &r alltsa 267~ = 2227410 =5 17 . 210 — 322 =,5 92 = 81 =43 12.

Svar: De sokta resterna blir a: 1 och b: 12.

7) Permutationen 7 € Sg ges av att w(1) =7, w(2) =8, 7(3) =2, w(4) =4, «(5) = 5,
m(6) =9, n(7) =1, 7(8) = 3, m(9) = 6. Vi soker (a, 1p) 7 i cykelnotation och dess ordning
o(m) och (b, 3p) 01,02 € Sg med o(o17) > o(w) > o(oam) > 1.

Losning: a. (1) =7, n(7) =1, 7(2) =8, 7(8) =3,... ger 7 = (17)(283)(69).

Dess ordning ar mgm av cykellingderna, o(r) = mgm(2,3,1,1,2) = 6.

b. oi1m och oom kan vara godtyckliga i Sg med ratta ordningar. Man kan t.ex. véilja
o1 = (1769)(283) med o(o17) = mgm(4,3) = 12 och oam = (283) med o(oa7m) = 3.

Just de valen ger o1 = (o)7L = (1769)(283)(17)(238)(69) = (16) och

oy = (oom)m 1 = (283)(17)(238)(69) = (17)(69).

Svar a: m = (17)(283)(69) och o(w) = 6, b: T.ex. o1 = (16), 02 = (17)(69).

8) (Uigo1,-) ar gruppen av inverterbara element i Zjgg1. Vi skall (a, 2p) finna |Ujpo1|, (b,
1p) visa att (fér z,y € 2) x =y (mod 1001) & = = y (mod m) for alla tre m = 7,11,13 och
(¢, 1p) avgora om (Uigot1,-) ar en cyklisk grupp.

Loésning: a. © € Zqg1 ar inverterbart omm sgd(z, 1001) = 1, s omm 7,11,13 t z.

|U001| kan fas med inklusion/exklusion. Lat (for m = 7,11,13) A, = {2 € Z1g01 | m delar z}.
Da ar IAml = 1?71&, |Am1 ﬁAm2| = % (da m1 # ma) och |A7 ﬂAll ﬂA13| = |{0}‘ = 1, sa,
[Uio01] = |Z1001 ™ (A7 U Ayg U Agz)| = 1001 — (1001 4 1001 4 1001) 4 (13411 47) — 1=
=7-11-13—(11-1347-1347-11)+(134+11+7)—1 = (7—1)(11-1)(13—1) = 6-10-12 = 720.
b. x = Yy (mod 1001) <1001 =7-11-13 | ((E — y) <~ 7, ].]., 13 | (.’E — y) (ty 7, 11 och 13 ar parvis
relativt prima, sd primfaktoriseringen av x — y maste innehalla dem alla om de delar = — y).

c. Att x € Z1gp1 ar inverterbart betyder att det finns y € Z sadant att x som element i Z
uppfyller « -y =1001 1, S& (enligt b.) = -y =,, 1 for m = 7,11,13. Speciellt ar = #Z,, 0, sa
(Fermats lilla sats, 7, 11, 13 ar primtal) x8 =7 1, 210 =11 1, x12 =131 och darmed z%° =7,11,13 1, sa
299 =1001 1 och o(z) i Ujge1 delar 60 och &r speciellt # 720. Gruppen ir alltsa inte cyklisk.

Svar a: |Uigo1| = 720, b: Visat ovan, c: Nej, den &r inte cyklisk.




9) (5p) Vi soker kromatiska polynomet Pg(A) for grafen G = G:

(‘/, E) som fas fran graferna G1 = (Vl, El) och GQ = (‘/2, EQ) (med G141 9” G2
VinVs = @) enligt V=Vu ‘/2, E=F, UFEyU {{Ul,UQ}7 {1)1,1)2}}
(dér {u1,v1} € E1 och {us,va} € E»), givet de kromatiska polynomen
PG1 (>‘)7 PGz ()‘) “ u2

Losning: Vi later e = {v1,v2} och anvinder rekursionsformeln for kromatiska polynom,
Pg(/\) = PG—e(/\) — Pg/e ()\) (med géngse beteckningar).

Hornféargningar av G — e motsvarar precis dem av forst G; och sedan G2, med den enda
inskrénkningen att u; och us maste ges olika farger. For var och en av de Pg, (M) olika
fargningarna av Gy kan da G firgas pa (1 — +)Pg, () séitt (otillatna ar andelen & av alla Ga-
fargningar, de dar ug:s farg = ui:s), sa, PG,E()\) = %Pgl ()\) . PG2 ()\)

Hérnfargningar av /e motsvarar ocksa dem av forst Gy och sedan Gg, men nu med in-
skrankningarna att vy och vy skall ha samma farg och u; och us olika. For var och en av
de Pg, (A) olika firgningarna av Gy kan nu Go firgas pa +(1 — 517)Pa, () siitt (av andelen
% Ga-fargningar med vg:s farg = vi:s dr andelen ﬁ férbjudna, namligen de som har wus:s farg = ui:s (for bada

ar nu bara A — 1 farger tillgéngliga), s, Pg/E(A) = %Pgl ()\) . PG2 ()\)
S& Po(A) = Pa—e(N) = Pase(\) = (O35 = 550 Per (V) - P, () = 55282 Pa, (V) Po, (V).

Svar: Det kromatiska polynomet dr Pg(\) = % - Pg,(A) - Pg,(N).

10) En kub smyckas med en firgad kula i varje horn, sa att antalen bla och réda kulor
bada &r 1 eller 2. Vi sdker (a, 1p) antalet av kubens rotationssymmetrier och (b, 4p) antalet
vasentligt olika sadana fargningar.

Losning: Vi kallar kubens rotationssymmetrigrupp for G.
a. Om z ar ett horn ar |Gl‘| = 8 (w:s bana bestar av alla hérnen) och |Gx| = 3 (precis 3 olika g € G
uppfyller gz = ), sé ‘G| = |G£L" . |Gz| = 24 (kiind sats).

b. Vi anvénder Burnsides lemma, sa det s6kta antalet ar ﬁ Y vee | Xgl, dér | X | &r antalet

geqG
fargningar som inte dndras da g verkar (roterar kuben).

rotations- hornens
X axel genom | antal g | X

vinkel banor
0 — 1 (18] | Xia|, se nedan
2% horn 8 [1232] 2. k2 (vilken r6d? andra bla, tva 3-banor)
77 sidmitt 3 [24] | 4-3-k? (vilket par r6tt? vilket blatt? tva par till)
g sidmitt 6 [42] 0 (ingen hérnbana med 1 eller 2 st)
T kantmitt 6 [24] 4.3.k2 (som ovan)

(Alla rotationsaxlarna gar férstds genom kubens mittpunkt.)
(Xigl = 8- 7-k5 +2- () -6k +(3) - (3) k* =56k° +2-28-6-k°+28-15-k* =
. . N—— N————’
118d, 1 bla 2 ena, 1 andra 2 réda, 2 bla = 56k + 336k5 + 420k*.
Antalet vasentligt olika fargningar blir alltsa
ﬁ Ygeq | Xgl = 57 (56kC + 336K° + 420k* + (8-2+3-1246-12)k* +6-0) =
= L (56kS + 336k° + 420k* + 124Kk2).

Svar a: 24 st, b: i(SGk6 + 336k° + 420k* 4 124k?) fiargningar.
(For k = 1 blir antalet fargningar 39, for k = 2 blir det 898, for k = 3 blir det 6 567, for k = 4 blir det 28 456 etc.)




