Matematik, KTH

B.Ek Losningar tentan 19 augusti 2015

SF1662 DISKRET MATEMATIK, fér CL, SIMTEK, E, m.fl.

Trynfel kan férekomma.

1) (3p) Vi soker sgd(1794,806) och a,b € Z med sgd(1794, 806) = 1794a + 806b.

Losning: Euklides algoritm:

1794 = 2 - 806 + 182, 26 =182 —2-78 = 182 — 2(806 — 4 - 182) =
806 =4 - 182 + 78, sa =-2-806+9-182 =
sgd (1794, 806) = 26

182 =278 + 26, och =—2-806+9(1794 — 2 - 806) =
78 =3 - 26, =9-1794 — 20 - 806

Svar: sgd(1794,806) = 26 och ett par sadana tal &r a = 9, b = —20.

(Alla 18sningar ges av a = 9 + 31k, b= —20 — 69k, k € Z. (69 = 1134, 31 = 806 ))

2) (3p) ap =0, a; =6 och a, 2 = a1 + 6a, + 272 for n € N.
Vi skall visa att a, =2-3" — (14 (—1)") - 2™ for alla n € N.

Losning: Vi later P, vara pastaendet att den 6nskade likheten ar sann for n och for n + 1
och visar med induktion P, for alla n € N.

Bas: P, érsant, ty ap =0=2-3"— (1+(-1)%)-2%och a; =6 =2-3! — (1 + (-1)!) - 2%
Steg: Antag (IA) P, for ett godtyckligt r € N, dvs antag

ar=2-3"—(1+(=1)")-2" och @41 =231 — (1 4 (=1)" 1) . 2r+L,

Da 7fas” dels Qpi1 = 2.3+ (1 + (_1)r+1> Lortl (antogs ju) och dels (med rekursionsformeln)
Qpio = Qry1+6a,+2"12 =2.3" (14 (1)) 271 4 6.2.3" —6(1+(—1)")-2" +27+2 =
=(6+12)3" -2+ (1)t 246+6-(—1)"—4)-2"=18-3"— (4+ (—1)"4) - 2" =
=2-3""2 — (14 (=1)"2).2""2 54 bada tillsammans ger P, .

Sa Py ar sant och om P, &r sant dr P,y sant. Saken &r klar (induktionsprincipen).

3) (3p) 17 (sirskiljbara) stolar skall beséittas av (en del av) 12 flickor och 15 pojkar. Vi soker
antalet sdtt det gar (sirskiljbara personer), d& alla flickor far sitta.

Losning: Varje placering beskrivs fullstdndigt genom att forst ange vilken stol varje flicka
skall sitta pé (det kan géras pé (17)12 = 15*7,' satt (injektion 12—méingd—>17—rnéingd)) och sedan for
varje aterstaende stol (5 st) viilja en pojke for den (det kan p.s.s. goras pa (15)s = 12t siitt).

10!
g o 17! 15! _ 17-15!
Multiplikationsprincipen ger svaret % - 15i = Zr07 -

Svar: Antalet sidana placeringar dr 1715 (= 1068 129 346 572 288 000).

4) Vi skall (a, 1p) finna alla element i Usg (de inverterbara elementen i Zsg) och (b, 2p) finna
ordningen for 5 € Usg.

Loésning: a. x € Usg omm x € Zszg och sgd(z,36) = 1, sa

Use = {1,5,7,11,13,17,19, 23,25, 29, 31, 35}.

b. Ordningen f6r elementen i Usg &r delare till 12 (= |Usg|), sa mojliga virden &r 1, 2, 3, 4, 6,
12,50 =5,52 =925 5% = 125 = 17, 54 = 5-17 =85 = 13, 55 = 25.13 = 325 = 9.36+1 = 1,
s& o(5) = 6.

Svar a: Usg = {1,5,7,11,13,17,19, 23, 25,29, 31,35}, b: o(5) = 6.




5) (3p) Grafen G = (V, E) &r sammanhéngande och ritad utan korsande kanter pa en sfér.
Den har 5 ganger sa manga horn av valens 3 som av valens 5 och inga andra hérn finns. G
har 10 horn mer #n dualgrafen G+. Vi soker antalet kanter.

Losning: Om antalet horn med valens 5 dr x dr antalet med valens 3 5z och v = |V| = 6.
Valensernas summa ir 2e = >, 6(2) ("handslagslemmat”), sé e = £(5z - 3 + x - 5) = 10z.
r, antalet ytor (fasetter), ar lika med antalet hérn i G+, s r = v — 10 = 6z — 10. Eulers
polyederformel (G plan, sammanhingande) ger v — e + 1 = 6z — 10z + (6 — 10) = 2, sa 2 =6
och e =10-6 = 60. Svar: Antalet kanter i G ar 60.

6) (4p) Vi soker k € N sadant att y = 2°%° (mod 667) = = = y* (mod 667) for alla
x,y € Z. [667 =23 -29].

Lo6sning: Vi kidnner igen ett RSA-system med n = 667 = 23 - 29, e = 585 och soker d.
n =23-29 ger m = 22 -28 = 616, sa d bestams av att e - d =g16 1.
Vi anvander Euklides algoritm.

616 = 1- 585 + 31 1=4-3=4—(21-6-4)=-27T+7-4=

585 =18-314+27 s& =-27+7(31—27)=7-31—-8-27=

31=1-27+4 —=7.31—8(585—18-31) = —8- 585+ 151 - 31 =
27=6-4+3 = —8-585+ 151 - (616 — 585) = 151 - 616 — 159 - 585 =
4=1-3+1 = (151 — 585) - 616 — (159 — 616) - 585 = —434 - 616 + 457 - 535.

Sa 457 - 585 =¢67 1, dvs vi kan ta d, som i lydelsen kallades k, som 457.
Svar: Ett sadant k ar 457.

7) ™ € Sy har n(1)=3, n(2)=2, 7(3)=4, 7(4)=1, n(5)=8, 7(6)=5, 7(7)=9, 7(8)=6, m(9) = 7.
Vi skall (a, 1p) skriva 7 i cykelnotation, (b, 2p) visa att H = {7 € Sg | i € {1,2,3,4} =
7(i) € {1,2,3,4}} &r en delgrupp till Sy och (c, 1p) finna (Sy : H), H:s index i Sy.

Losning: a. 7(1) =3, 7(3) =4, 7(4) =1, n(2) =2, n(5) = 8,... ger att
m=(134)(2)(586)(79) = (134)(586)(79).

b. Eftersom Sy ar en andlig grupp ar H en delgrupp om H # @ och 0,7 € H = o7 € H
(kéind sats). id € H, sa H # @ och om o,7 € H,i € {1,2,...,4} sa 7(i) € {1,...,4} sa
(o7)(3) = o(7(4)) € {1,...,4}, sd o7 € H. b-Saken ar klar.

c. Eftersom Sg ar en andhg grupp ar (Sg : H) = % (ty varje sidoklass har precis |H| element).

|Sg| = 9! (antalet permutationer av en 9-méangd) och |H‘ = 4!. 5! (permutationer av en 4-méngd och en

5-méngd viljs oberoende), s, (Sg . H) = 4|97|5, = Zg;? =9.7.-2= 126(: (Z))

Svar a: # = (134)(586)(79), b: Visat ovan, c: (Sg : H) = 126.

8) (4p) X ={1,2,...,9,10}. Vi soker antalet bijektioner f : X — X sddana att det finns
z,y € X med x och f(z) bada udda och y < 4 och f(y) > 6 (eventuellt = = y).

Losning: Lat Sx vara mangden av alla bijektioner X — X,

A={f € Sx | f(z) jamn for alla udda = € X} och
B={feSx| fly) <5 forallayec X medy <4}.

Sokt ar da |SX AN (A U B)|, dvs (inklusion/exklusion, A, B C Sx) ‘Sx| — |A| — |B| + ‘A N B|

|Sx| = 10! (antalet permutationer av en 10-méangd), |A‘ = 5!.5! (5! bijektioner udda—jamna, 5! jimna—udda),
|B| = (5)4 -6! =5!-6! (y =1,...,4 tar olika f(y) < 5, resten bijektion 6-méngd—6-méngd),

[ANB| =2!-(3)y-3!-3=2-(3)3 ({£(1), F(3)} = {2,4}, £(2), f(4) € {1,3,5}, olika, 6vriga udda och
jamna tas var for sig bijektivt 3-midngd—3-méangd).

Det sékta antalet dr alltsa 10! — (5!)2 — 5!- 6! + 2+ (3!)3 = 10! — 7- (5!)2 + 2 - 63.

Svar: Det finns 10! — 7 - (5!)2 4+ 2 - 63(= 3 528 432) olika sddana bijektioner.




9) (5p) G; = (V;, E;), i = 1,2, ir enkla grafer och vi skall visa att G1[Gs] = G1[G3], dér
G1[Ga] = (Vi xVa, EL), B = {{(u1,u2), (v1,v2)} | {u1,v1} € E1 V (u1 = v1 A{uz, v2} € Eo)}.
G betecknar komplementgrafen till G (G = (V,E) med E = {{u,v} | u,v € V, u # v, {u,v} ¢ E}).

Lésning: G1[G2] och G1[G3] har bada hérnmingden V3 x Va, s& det giller att visa att deras
respektive kantméangder Ey; och Ey;, ar lika.
Det finns precis nio olika fall for e = {(u1,uz), (v1,v2)}, svarande mot rutorna i tabellen:

Uy = Vg {ug,v2} € Ey {ug,vo} € Es
U = v o *
{u1,v1} € 4y o o °
{ug, v} € By * * *

Enligt definitionen av G[G3] géller e € Ey, precis i fallen markerade med o. G; i stillet for
G (dvs E; i stillet for E;) ger att e € Ey;, precis i fallen markerade med *.

Men e € EVL precis om (Ul,UQ) # (’01,’02) och e ¢ EL (enligt definitionen av komplementgrafen),
dvs precis i fallen med *. Saledes e € Ey;, & e € Ey,, sa Ey;, = Ey;,. Saken ar klar.

10) Relationen R pa Sy definieras av att o1 Ros < woq = oo for nagot m € S3. Vi skall
(a, 2p) visa att R &r en ekvivalensrelation och (b, 3p) finna antalet R-ekvivalensklasser.

(Element i S3 identifieras med motsvarande permutationer i S7.)

Losning: a. R ar en ekvivalensrelation omm den ar reflexiv, symmetrisk och transitiv.
R ar reflexiv, dvs o Ro for alla o € S, ty ido = o id.
R ar symmetrisk, dvs 01 Ros = 02RO for alla 1,02 € S7, ty o1 = 091 = T Loy = oy L.
R ar transitiv, dvs (O’lRJg och O'QRUg) = 01720’3 for alla o1,02,03 € S7,
ty (mo1 = 0971 och mao9 = 03my) = WM O = TMe0M = O3MaT.
a-saken ar klar. (Vi har anvént att identitetspermutationen id € Sz och 7, 71,70 € S3 = w1, mam € S3.)
b. Ekvivalensklasserna for R ar banorna da S3 verkar pa S7 med konjugering,
dvs 7T(O') =qon ! fér w € S3, 0 € S7 (ty 701 = oam < 05 = Torm ).
(Konjugeringen &r en gruppverkan, ty w1 (m2(0)) = (m1m2)o(r172) "1 = (m172)(0) och id(c) = o.)
Vi anvander Burnsides lemma for att bestdmma antalet banor.
For att fa vara vanliga beteckningar later vi G = S3 och X = S7.
Vi har |G| = |S3| = 3! = 6 och behéver | X, |, antalet 0 € X med o = mor !, for 7 € G.
Om 7(i) =4 (tex. omi € {4,...,7}) och 0 € X (s on = 7o) &r 7(0 (7)) = o(mw(i)) = o(i), s& om
en o-cykel med ¢ innehaller j &r w(j) = j. Det hjélper nér vi soker X :
Tabellen:
s typ ‘ antal 7 ‘ | X x|

id 1 |X| = |S7‘ = 7! allac € X invarianta
[21} 3 25! m = (ij) bevarar dels (¢j) ..., dels (¢)(j) ... med
. godtyckliga permutationer av en 5-méangd
[3] 2 34! x = (ij k) bevarar (123)..., (132)... och
1)(2)(3) ... med ... permutationer av en 4-méngd

Sa det sokta antalet = antalet banor under G:s verkan =
= ﬁzwec | Xz =2(1-71+3-2:-514+2-3-4) = 4(7-6-5+3-2-5+2-3) = 4(210+30+6) =
=4 -246 = 984.

Svar: Antalet ekvivalensklasser for R ar 984.




