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Loésningar tentan SF1662 DISKRET MATEMATIK, CLGYM1, TSVDK2,
20 augusti 2014

Tyrckfel kan férekomma.

1) (3p) Vi skall avgora om 155 € Zagg ar inverterbart och i sa fall finna dess invers.

Lo6sning: Euklides algoritm:

1=73-8-9=73-8(155—-2-73) =
=—-8-155+17-73 =
= —8-155+ 17(228 — 155) =
=17-228 —25-155

155 ar alltsa inverterbart i Zosg och inversen ar —25 = 228 — 25 = 203 € Zgyog.

Svar: 155 &dr inverterbart och 155~1 = 203 i Z,s.

228 = 1- 155 + 73,
155 =273+ 9, sé sgd(228,155) = 1 och
73=8-9+1

2) (3p) Viskall visa att >y, k(Bk+1) =n(n+1)? forallan=1,2,....

Losning: Vi kallar den 6nskade likheten P,, och visar den for alla n € Z, med induktion.
Bas: P, érsant, ty VL; = 1-4=1(1+1)? = HL;.

Steg: Antag (IA) P, for ett godtyckligt r € Z,, dvs att Y, _ . k(Bk+1) =7r(r+1)=2

D& fis VL, 1 = S0 k(Bk+1) = VL, + (r+1)(3(r+1)+1) 2 r(r+1)2+ (r+1)(3r +4) =
(r+1)(r*+r+3r + 4) (r+1)(r+2)2 =HLy11, dvs Pryq.

Sa P; dr sant och om P, &r sant ar P, sant. Saken &r klar (induktionsprincipen).

3) (3p) Vi soker antalet sétt att ordna 10 (olika) firgade kulor och 50 (identiska) svarta
kulor, da varje fargad kula har tva svarta grannar och ingen svart kula tva fargade grannar.

Losning: Vi kan lata varje fargad kula "véxa ihop” med sina svarta grannar (villkoret pa
de svarta ger ju att ingen &r granne till tva olika firgade) och sedan VELL]EL platser for de uppkomna
10 storkulorna bland 40 platser, vilket kan ske pa (40)10 = g—gi sitt (injektioner fran en
10—mangd till en 40—mangd) (pa Ovriga platser hamnar kvarvarande 30 svarta kulor).

Svar: Antalet sidana sitt att ordna kulorna #r 4 301 9! (= 3075990 524 006 400).
4) € Sg ges av w(1)=7, 7(2)=4, 7(3)=1, n(4) =8, 77(5) 6, m(6)=5, m(7)=3, m(8)=2.
Vi skall (a, 1p) skriva 7 i cykelnotation, (b, 1p) ge 7= 17 da 7 ér (182)(365)(4 7) och (c,

1

1p) avgdra om o3m 27017 #r jimn eller udda di o € Sg.

Losning: a. (1) =7, 7(7) =3, 7(3) =1, 7(2) =4, n(4) = 8,... ger att

= (173)(248)(56).
b. 77l = (137)(284)(56)(182)(365)(47) = -+ = (14)(2357) (1 > 8+ 4, 415 7T+ 1 etc.).
c. sgn(o3n 2r0717) = sgn(o)3sgn(mw)2sgn(7)sgn(o) "tsgn(r) = 1, ty alla sgn(.) ar +1.
Permutationen ar alltsa jamn.

Svar a: m = (173)(248)(56), b: 7~ ' =(14)(2357), c: Den &r jimn.

5) (3p) Vi skall avgéra om det maste finnas en fullstdndig matchning i en bipartit graf
G = (X UY, E) dar X-hornens valenser alla ar olika och > 1.

Lﬁsning: Lat AC X (och, som vanligt, P(A) = {y € Y | {z,y} € E for nagot z € A}). Alla A:s horn
har olika valens, sa det finns * € A med valens > |A| (om A # ). Alla x:s grannar tillhor
P(A), sa |P(A)| > |A|l. (Om A= o ar |[P(A)] =0 = |A]). Enligt Halls sats har G en fullstdndig
matchning (av X-hornen).

Svar: Ja, det maste finnas en fullstindig matchning i G.
(Alternativt kan man matcha X-hornen i ordning efter vixande valens.)




6) (4p) Vi soker alla x € Z sadana att 19 | (13257 + 14239 + 1123 — 12).

Losning: Eftersom 19 ar ett primtal ger Fermats lilla sats att ' =9 z for alla z € Z. Det

ger, fortfarande for alla x € Z, att 132°7 + 14237 + 1123 — 12 =19 1323 + 1423 + 1123 — 12 =
3823 — 12 =19 0- 23 + 7 =19 7 #Z19 0, s& det finns inga sddana z.

Svar: Det finns inga sadana x.

7) Vi skall (a, 1p) finna alla element i Us; (de inverterbara elementen i Zs1) och (b7 3p) finna,
ordningarna for 2 och 16 i Us;.

Losning: a. x € Uy, omm z € Zy; och sgd(z,21) =1, sa

Un = {1,2,4,5,8,10,11,13,16,17, 19, 20}.

b. Ordningen {6r elementen i Us; ar delare till 12 (= |Usy|), sa mojliga virden ar 1, 2, 3, 4,
6,12. 21 =2,22=4,2% =824 =16,20 =64 = 1, s34 0(2) = 6. 162 =2*.2* =26.22 =
1-4=4,163=162-16=4-16=22-2* =26 = 1,54 0(16) = 3

Svar a: U2y, = {1,2,4,5,8,10,11,13,16,17,19,20}, b: o(2) = 6, o(16) = 3.

8) a,m,x € Z. Vi skall avgora (a, 2p) om ax =,, 1 medfor att det finns y € Z med my =, 2
och (b, 2p) om ax =,, 2 medfor att det maste finnas y € Z med my =, 1.

Loésning: a. axr =, 1 betyder att ax — 1 = km for ett k € Z, sa m(—2k) — 2 = (—2x)a och
y = —2k ger my =, 2. Svaret blir alltsa ja i a.

b. Motexempel: a = m =2, x = 1. De ger ju ax = 2 =5 2, men my = 2y %, 1 for alla
Yy e Z, sa svar nej ib. (Sok a med ax = 2 i Z,,, m inte inverterbart i Z,, dvs a inte inverterbart i Z,,)

Svar a: Ja, b: Nej.

9) Sz dr méangden av bijektioner av Z. (Sz, o) dr en grupp och vi skall (a, 1p) finna identitets-
element och invers till f € Sz och (b, 4p) avgoéra om K4 = {f € Sz | f(z) € A for alla z €
A} ar en delgrupp till Sz, for alla A C Z.

Losning: a. id € Sz, dir id(x) = z for alla x € Z, ar identitetselement, ty (f oid)(x) =

flid(z)) = f(z) och (ido f)(z) =id(f(x)) = f(x) for alla x € Z, f € Sz. Inversfunktionen

71 (finns, ty f é&r en bijektion) Ar inverselement till f € Sz: fo f~! = f~lo f =id.

b. Om A ar oéndlig dr K 4 inte en delgrupp till Sz.

For A =Nger tex. f(z) =241 att f € Ky (f r ju en bijektion av Z och @ € N medfér att z+1 € N),

men dess invers f~' ¢ Ky, ty f~1(z) =2 —1,s4 0 € Nmen f~1(0)=—-1¢N.

Svar a: id dr identitetselement, funktionsinversen f~! dr inverselement till f,
b: Nej, K4 ar inte sdkert en delgrupp till Sz.




10) (5p) Vi soker antalet vésentligt olika armband av 5 svarta, 2 roda och 2 vita pérlor
upptradda pa en 6gla av snore.

Losning: Vi anvander Burnsides lemma. Om armbandet placeras med pérlorna i hérnen
av en reguljar 9-horning, ser man att gruppen G som verkar pa méngden av konfigurationer

bestar av identitetsavbildningen id, elementen r,72,... 78 (dir r &r rotation %ﬂ kring en

axel genom 9-horningens mittpunkt och vinkelrit mot dess plan) och s, rs,72s, ..., r8%s (dir
s ar rotation kring en axel i 9-hérningens plan, genom dess medelpunkt och en av parlorna.
| X,|, antalet konfigurationer som inte &ndras av g, ses vara som i tabellen:

g:s typ ‘ antal sadana g ‘ | X

id 1 (5 g 2) = 756 alla konfigurationer
ror2, 8 8 0 de tva vita kan inte roteras till varandra
5,78,...,1m%5 9 4-3=12 8 pérlor paras ihop 2 och 2, ett par skall

vara vitt, ett rott
Sa antalet vésentligt olika armband = antalet banor under G:s verkan = ﬁ > gec 1 Xl =

15(1-756 +8-0+9-12) = {864 = 48.

Svar: Antalet olika sadana armband ar 48.




