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Losningar tentan SF1662 DISKRET MATEMATIK, CL1,
25 maj 2013

Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Vi soker alla z € Z143 med 55x 4+ 16 = 5.

Losning: Ekvationen ar ekvivalent med 55x = 5 — 16 = 132 i Zq43, vilket betyder
55z = 132 4 143y for nagot y € Z.
Euklides algoritm: 143 =2-55+ 33 11=33-22=33—(55—33) =

95 =1-33+22 =—-55+42-33=-55+2(143 —2-55) =
33=1-22+11 =2-143-5-55
22=2-11

Eftersom 132 = 12 - 11 ar ekvationen for z, y ekvivalent med 5z — 13y = 12 och enligt ovan
ar1=2-13—-5-5, vilket ger —12=13—-5-5,dvs 12=5-5—-13 och g =5, yo = 1 &r en
16sning. For varje 10sning x, y géller da 5(xz — 5) = 13(y — 1), sa 13 | (x — 5) (sgd(5,13) = 1),
dvs © = 5+ 13k(, y = 1 4+ 5k) for nagot k € Z. Varje k € Z ger ocksa en 16sning. Den givna
ekvationens 16sningar (i Zi43) ges av de k som ger 0 < x < 143, dvs

Svar: Alla 16sningar ar « = 5, 18, 31, 44, 57, 70, 83, 96, 109, 122, 135.

2) (3p) Med Fibonacci-talen {F;,}22, definierade av Fyp = 0, Fy =1, Fhyo = Fpy1 + F,
for n € N, skall vi visa att for allan =1,2,3,... géller
FiFy + By Fs + FsFy + ...+ FopoFon 1 + Fop_1F2y = (Fay)?.

Losning: Vi visar med induktion pastaendet P, enligt ovan for allan =1,2,3,....
Bas: P drsant, ty F1Fy = Fy(Fo+ F1) = 1(1+0) =1 =12 = (F,)2.

Steg: Antag Py for ett godtyckligt k € Z,, dvs FyFy + FoFs + ... + Fo_1 Fop, = (Fag)?.

. e IA
Da fas F1Fy + FoFs + ... + Fogqny-1Fogqny = (Far)? + FarFopgr + Fopp1Fopgn =
For(Fop+ Farg1) + For1 Fargo = ForFopro+ Fops1 Fargo = (Fop+ Farg1) Foryo = (Farg2)?
Sa om Py &r sant dr Py, sant och enligt induktionsprincipen ar saken klar.

3) (3p) Ture skall fordela 14 dagar sdrskiljbar diskretmatte och 7 dagar enahanda bad, utan
baddagar i rad och forsta och sista dagen med matte. Vi soker antalet séatt det kan ske.

Losning: Diskretdagarna kan ordnas inbordes pa 14! sdtt. For varje val av deras ordning
. o 1 .
kan baddagar placeras 1 pa (173) = 71,?é| satt (13 mojliga platser mellan mattedagar, hogst en baddag i

varje mellanrum). Multiplikationsprincipen ger det sokta antalet satt: 14! - %

Svar: Ture kan lagga upp sin semester pa 1‘;5:;?! (= 149597947699200) sitt.

4) (3p) G ar gruppen (U(Zss), -) och vi skall (a, 1p) finna alla element i G och (b, 2p) avgora
om 5 &r en generator for G.

Loésning: G innehaller alla £ med 0 < z < 27 och sgd(z,28) = 1. Det betyder att
G = {1,3,5,9,11,13, 15, 17, 19, 23, 25, 27}.

5 ar en generator for G omm o(5) = |G| = 12. Mgjliga ordningar &r de positiva delarna till
|G| =12, dvs 1, 2, 3, 4, 6, 12. 5 ir alltsd en generator omm 5% # 1 och 56 # 1. Man finner i
G att 52 =25 = -3, 5* = (=3)2 =9, 55 = (=3) - 9 = 1. 5 &r alltsa inte en generator for G.
Svar a: G = {1,3,5,9,11,13,15,17,19,23, 25,27}, b: 5 ir inte en generator.




5) (3p) Vi skall avgora om det dr mojligt att passera varje
dorr exakt en gang om man gar in i huset vid pilen och i vilket
rum man i sa fall kan befinna sig nir man &r klar.

Lo6sning: Vi bildar grafen med ett horn for varje rum
(och ett for utsidan) och kanter mellan rum som har dorr
mellan sig. Den har precis tva hérn med udda valens, v och
e. Det gar alltsa (Euler) att passera varje dorr (kant) precis
en gang. Man maste sluta i det andra udda hérnet, e.

Svar: Det ar mdjligt. Man slutar i rum e.

6) (4p) Vi soker (minsta icke-negativa) resten da 255" divideras med 17.

Lésning: Enligt Fermats lilla sats dr 25'¢ =7 1, ty 17 dr ett primtal och 17 4 25.
Eftersom 52 = 25 =15 9 dr 5* =15 92 = 81 =15 1 och 52013 = (54)°03 . 5 =4 5, s4
52018 — 16k + 5 for ett k € Z. Alltsa 25°" = (25'6)% . 255 =, 1. 85.

82 =64 =17 —4, 8* =17 16 =7 —1 och 8% =17 —8 =;7 9, s4 det &r den sokta resten.

Svar: Den sokta resten ar 9.

8) skall vi dels (a, 1p) skriva 7y, mo pa

7) Med m = (3331388%), m = (4183281
s (b, 3p) finna antalet olika o € Sg som for

3

8
cykelform och ange deras ordningar och del
i =1,2 uppfyller om; = m;o.

Losning: a) Man finner my = (124)(35)(6)(78) (ty m1(1) = 2, m1(2) = 4 etc.), me =
(142)(3857)(6). Ordningen for en permutation &r mgm av cykellingderna, sa o(m) =
6, o(ma) = 12.
b) om; = mo ar ekvivalent med omo = m; och omo~! har samma cykler som T,
men varje k ersatt med o(k), sd omot = (o(1)a(2)a(4))(c(3)a(5))(a(6))(a(7)a(8)),
om0 = (a(1) 0(4) 7(2))(0(3) 0(8) 7(5) (7)) ((6)):
omioc~" = m; kriver att alla element i en m;-cykel tas till alla elementen i en m;-cykel, i
samma ordning. 3-cyklerna i w1, mo ger samma tre mojligheter (o(1) kan vara 1, 2 eller 4 och
o(2), o(4) bestims av det). P.S.S. ger 4—Cyk€h’l i7mo fyra méjligheter (0(3) kan vara 3, 8, 5 eller 7 och
(8), 0(5), o(7) bestams av det). Eftersom (3857)2? = (35)(78) giller 0(3857)0 ! = (3857) =
o(35)(78)0~! = (35)(78). 1-cyklerna ger o(6) = 6. Multiplikationsprincipen ger det totala
antalet sadana o som 3-4-1=12 (valen av o(1) och o(3) kan goras oberoende av varandra).
Svar a: w3 = (124)(35)(6)(78), w2 = (142)(3857)(6), o(w1) = 6, o(m) = 12,
b: Det finns 12 olika sddana o.
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8) H C K ér delgrupper till G, en dndlig grupp. Viskall visaatt (G : H) = (G : K)-(K : H).

Losning: K dr unionen av (K : H) st disjunkta sidoklasser kH till H. Varje sidoklass g K till
K i G ar da unionen av (K : H) st disjunkta sidoklasser gkH till H i G (disjunkta méngder
tas till disjunkta méngder da man multiplicerar med g € G eftersom gz = gy = = = y).
Eftersom G &r unionen av (G : K) disjunkta sidoklasser till K &r alltsa G unionen av
(G : K)- (K : H) disjunkta sidoklasser till H, men det antalet &r ju ocksa (G : H).
Saken ar klar.

(G behover inte vara dndlig. Det racker att (G : H) dr det. Detta var den avsedda uppgiften, men tilligget att G

ar andlig gjorde den enklare &n det var meningen: om G ar andlig ar (G : H) = % ete.)




9) (5p) Vi soker alla gaussiska heltal = och y sadana att (7 + 6i)x + (8 +4)y = 1 + 1.

Losning: Vi borjar som i ett motsvarande reellt problem med att bestdmma sgd(7+64, 8-+1).
Euklides algoritm ger: 7+ 6i= (1+4)(8+1¢) — 3¢ (TESE = (TEOD(G=) — 624410 g )

8+i=3i(=3i) + (=1 +1) (Bt = D0 — —L8i & 3i)
=3i=(—14a)(-14d) —i (5= ) = Sis 1 4)

—14+i=(-1—-149)(—-9)+0 sa sgd(7 + 67,8 +14) = —i (dvs 1).

Baklinges: —i=—3i— (—14+d)(—14+4)=—-3i— (—14+19)((8+1) — 3i(—3i)) =

=1 -0)8+1)+ (—2—3i)(—3i) =

=1-9)8+4)+(-2-3)(7T+61) — (1 +14)(8+1)) =

= (=2 —30)(7 + 67) + 4i(8 +1).
En 16sning ar alltsa xg = (-2 — 31)1%7 =5+1i y = 4217—"'2‘ = —4 — 4. z,y ar en
16sning omm (7 + 69)(z — x0) + (8 + ¢)(y — yo) = 0, S& (7 + 6i och 8 + i &r relativt prima)
x=x0+k(B8+1), y=1yo— k(7+6i) for ett k € Z[i]. Alla dessa &r ocksa l6sningar.

z = (5+1) + k(8 +1)

k € Z[i] godtyckligt.
y = (—4 — 4i) — k(7 + 63), [¢] godtycklig

Svar: Alla losningar ges av {

10) Lat G = (X UY, E) dr en 2-reguljar bipartit graf med |X| = n. Vi skall (a, 1p) finna
[Y], (b, 1p) visa att det finns en fullstandig matchning i G och (c, 3p) finna antalet sidana.

Loésning: a) Eftersom varje kant innehaller precis ett X-horn och varje sadant ingér i
precis tva kanter, finns det 2|X| = 2n kanter. P.s.s. visas att antalet kanter ar 2|Y|, sa
Y] =|X|=n.

b) Lat A C X. Antalet kanter fran A &r 2|A| (som i a)). Antalet kanter fran P(A) &r p.s.s.
2|P(A)|, dir P(A) = {y € Y | {z,y} € E for nagot x € X}. Men alla de forra hor till de
senare, sa |A| < |P(A)| och Halls sats (giftermalssatsen) ger att det finns en fullstindig
matchning.

C) Varje komponent 1 G aren cykel av Jamn langd (om man utgar fran ett horn och foljer nya kanter,
slutar det i samma horn och det finns inga ytterligare kanter fran den bildade cykeln). Alla hornen 1 en
cykel av jimn langd kan matchas fullstdndigt pa tva sétt (precis varannan kant ingar). For varje
komponent kan vi alltsa vélja matchningen dér pa tva sétt. Multiplikationsprincipen ger
(valen i de olika komponenterna kan géras oberoende av varandra) att det sokta antalet &r 26, dar c ar
antalet komponenter i G.

Svar a: |Y| = n, b: Visat ovan (féljer ocksa av c)),
c: Antalet olika fullstindiga matchningar ar 2¢, ¢ antalet komponenter i G.




