Matematik, KTH
B.Ek

Losningar tentan SF1662 DISKRET MATEMATIK, CL1,
21 augusti 2013

Tryckfel kan forekomma.

1) (3p) Vi soker alla heltal x, y sa att 28z — 46y = 4.

Losning: Division med 2 ger den ekvivalenta ekvationen 14z — 23y = 2.
Euklides algoritm:

23=1-14+9, 1=—9+42.5=-942(14—9) =
14=1-945 s4{=2-14—-3.9=2.14—3(23 — 14) =
9=2.5-1 = —3.23+45-14

o = 10
Yo =
x,y ar da en 16sning omm 14(x — z¢) = 23(y — yo), AVS (eftersom sgd(14,23) = 1, maste 23 | (= — z0),
& = — wo = 23k, k € Z, och alla k € Z ger losningar) & — Xg = 23k, y — yo = 14k for nagot k € Z.

z = 10 + 23k
y =6+ 14k

14-5—23-3:1ger14-10—23~6:2och{ ar en losning.

Svar: Alla 16sningar ges av { ,dar k € Z.

2) (3p) Vi skall avgdra om dels 1. P(AUB) C P(A)UP(B), dels 2. P(A)UP(B) C P(AUB)
géller for godtyckliga méngder A och B.

Losning: Oma € A, a ¢ Boch b€ B, b ¢ A galler {a,b} € P(AU B) (ty {a,b} C AUB)
och {a,b} ¢ P(A), ¢ P(B) (ty {a,b} ¢ A, ¢ B). 1. giller alltsa inte for A och B déar det finns
sadana a och b.

Eftersom A C AU B géller C C A= C C AU B, sa P(A) C P(AU B) och pa samma sétt
P(B) CP(AUB),sa P(A)UP(B) C P(AU B), dvs 2., géller fér godtyckliga A och B.

Svar: Relationen 2. giller for godtyckliga mingder A och B. Det gor inte 1.

3) (3p) Vi soker antalet sitt 18 flickor och 22 pojkar kan paras ihop f6r dans, om Harry
maste vara med och dansa, men inte kan dansa med Hermione.

Losning: Harrys partner kan véljas pa 17 sétt (vem som helst utom Hermione). Sedan
kan de 17 aterstaende flickorna vélja bland 21 pojkar pa (21)17 = 24—1!! satt. Multiplikations-
21!
T.

Svar: Paren kan bildas pa %(: 36189417 371 627 520 000) sitt.

principen ger totala antalet sétt som 17 -

4) G ér gruppen (U(Zse),-) och H &r den minsta delgruppen till G som innehaller 5. Vi
skall (a, 1p) finna alla G:s element och (b, 2p) finna alla H:s element och sidoklasser.

Losning: Eftersom U(Zsg) bestar av alla € Zsg som uppfyller sgd(z,36) = 1 och
36 =22.32 ar G = {1,5,7,11,13,17,19, 23, 25,29, 31, 35}.

H bestar av alla potenser av 5 (de bildar en delgrupp och maste alla inga i H). Man finner
52 =2553=5.25=17, ... och H = {5,25,17,13,29,1}. |G~ H| = 6 = |H|, s H har
bara en ytterligare (dvs utover H sjilv) sidoklass, G ~ H = {7,11,19, 23,31, 35}.

Svar a: G = {1,5,7,11,13,17, 19, 23, 25, 29, 31, 35},

b: H = {1,5,13,17,25,29} och dess sidoklasser &r H och {7,11,19,23,31,35}.




5) (3p) Vi skall avgdra om det finns nagon enkel graf med atta hérn med valenser
i) 2,3,3,3,3,3,4,5, 1ii)0,1,2,3,3,5,5,6, iii)1,1,3,3,5,5,5,7.

Losning:

i) Mojligt, se figuren till hoger.

ii) Omgjligt, ty summan av valenserna i en graf &r 2 ganger antalet
kanter, ett jamnt tal, men summan av de givna talen ar 25.

iil) Omojligt, ty om hornet med valens 7 och de tva hornen med
valens 1 toges bort ur en sadan graf finge vi en med fem hoérn och
valenser 2,2,4,4,4. Det gar inte, ty tre horn med valens 4 ger att alla
maste ha valens minst 3.

Svar: i) ar mdjlig, ii) och iii) &r omdjliga.

6) (4p) Vi skall for grafen héarintill avgéra om det finns en sluten
kurva i planet som korsar varje kant precis en gang och inte gar
genom nagot horn.

Losning:

En sadan sluten kurva vore precis en eulerkrets i den duala grafen (dess kanter korsar ju
varje kant i den givna grafen exakt en gang). En sadan finns precis om alla hérn i den duala
grafen har jdmn valens, dvs alla ytor i den givna har ett jamnt antal kanter, men det har ju
inte de triangulara ytorna ”langst in”.

Svar: Nej, ndgon sadan kurva finns inte.

7) Med a = (£33419), B=(12343) skall vi (a, 1p) skriva a och af pa cykelform, (b,
1p) avgdra om dels a och dels a®Ba=1135 &r jimn eller udda och (c, 2p) finna ett = € S
sadant att Bm, (B7)2,...,(B7)8 alla ir olika.

Losning: Man finner a = (15)(23)(4) = (15)(23) (ty a(1) =5, a(5) = 1, a(2) = 3
etc.), af betyder ”forst 3, sedan o” och man finner a8 = (1)(2543) = (2543) (ty
B(1)=5,a(5) =1, B(2) =1, a(l) =5 etc.).

a dr en jamn permutation, ty den innehaller ett jamnt antal (2 st) cykler av jimn lingd,
sd det &r a1 ocksd. B = (1542)(3) dr udda (bara en cykel av jimn lingd). Eftersom
abBa~1 3% totalt innehéller ett udda antal 3 #r den udda (o dr ju jimn).

Alla 7, (Bm)?, ..., (Bm)® dr olika omm ingen av A, (B7)2,..., (B7)° ir identitetspermuta-
tionen (o = 7 omm o7~ = id), dvs omm S7:s ordning, o(f8), & minst 6. En lésning (bland
flera) far vi genom att vilja 7 = (12)(345), som ju har ordning mgm(2,3) = 6. Det ger
m=pB"1(Br) = (1245)(12)(345) = (14)(35).

Svar a: a = (15)(23), aB = (2543), b: « ér jimn och a®Ba~113% ir udda,

c: t.ex. = (14)(35).

1
8) « dr ett reellt tal sadant att a+— € Z. Viskall visa att oz"—i—a% € Zforallan=0,1, 2,...
o!

Losning: Vi later P(n) vara pastdendet att bade o 4+ -1 € Z och o' + —L+ € Z. Med

am™

induktion 6ver n visar vi att P(n) ar sann for alla n =0,1,2,... Det racker ju.

1

Bas: P(0) &r sann, ty o + % =1+ % € Z och o' + — € Z enligt forutséttning.
' @

Steg: Antag att P(k) &r sann for ett k=0, 1, 2,....

Da géller o'+ Ly € Z (ingér i P(k)) och of P2+ L = (a+2) (oF T+ L) —(aF+ ) €

7. (uttrycken i alla tre parenteserna r heltal p.g.a. P(k) eller P(0)), s, P(k‘ + 1) ar sann.

Vi har visat P(0) och P(k) = P(k+1) for k=0,1, 2,...

Induktionsprincipen ger att saken &r klar.

(Kommentar: Vi har inte riktigt anvant att « € R. Med samma resonemang visas att om o € C ar sddant att

a+ L1 € 7[i] sa giller o + % € Z[i] for n =0, 1, 2,... (och dérmed fér alla n € Z).)

o




9) (5p) Vi soker det storsta n som gér att ett RSA-system kan ha E(z) = 2° (mod n) och
D(y) = y* (mod n).

Losning: Med vanliga RSA-beteckningar géller n = pq, déar p och ¢ ar olika primtal, och
(ed=)9-49 =1 (mod m), dir m = (p — 1)(¢ — 1).

Vi har alltsa 9-49 = 441 = k(p—1)(¢ — 1) + 1, for nagot heltal k.  p p—1 maxpq

p och ¢ méste alltsd vara primtal med (p—1)(g—1) | 440 = 23-5-11. 9 1 9.89
Tabellen ger i storleksordning alla primtal p med (p — 1) | 440. 3 9 3.93
(Man finner dem genom att soka faktorer till 440 som ar primtal —1.) 5 92 5.93

I den andra kolumnen visas motsvarande faktor till 440 ochiden ;1 o 5 17.93
tredje det storsta pg for detta p sidant att (p — 1)(¢ — 1) | 440. 293 2.11 93.11
Det storsta mojliga virdet pa pg(=n) ar 11 - 23 = 253. 41 23.5  41.92
Svar: Det storsta mojliga n-vardet ar 253. 89 23.11 89-2
10) (5p) Vi soker antalet vésentligt olika (sa att de inte blir lika hur 4 6
man an vrider en del av eller hela anordningen i rummet) séitt att farga 2 L 3

parlorna med en réd och resten vita eller svarta.

Losning:

Vi numrerar pérlorna som i figuren. Gruppen av "tillatna” permutationer av pérlorna
ar da G = {(1), (45), (67), (45)(67), (23)(46)(57), (23)(47)(56), (23)(4657), (23)(4756)}, med
|G| = 8.

Enligt Burnsides lemma (se ”Om gruppers verkan pa méngder”) &r antalet visentligt olika
férgningar = antalet banor for gruppens verkan pa fiargningarna = ﬁ > gec 1 Xql-

Om g € G som permutation har cykelstrukturen [1** 2?2 ...], &r |X,|, antalet fargningar
som #r invarianta under g:s verkan, = aj - 2*1+22+~1 (3lla pérlor i samma cykel maste
ha samma farg, den réda pérlan kan vara vilken som av 1-cyklerna och Ovriga cykler
kan var och en firgas vit eller svart). Eftersom vi har 1 element av typ [17], 2 av typ
(1521, 1 av typ [1%22], 2 av typ [1'23] och 2 av typ [1'2'4!'] blir det sékta antalet
£(1-7-2642.5.2°41-3-2442.1-234+2.1-2%)=7-254+5.23+3.24+2+ 1 = 105.
Svar: Parlorna kan fargas pa 105 vasentligt olika satt.




