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Tryckfel kan forekomma.

1) Vi soker alla 16sningar i Zags till ekvationen 35z + 17 = 82.

Losning: Ekvationen ar ekvivalent med 35z = 65 i Zaas, som betyder 35x = 65 + 225y for
nagot y € Z, dvs Tx — 45y = 13.
Euklides algoritm: 45=6-7+3 1=7-2-3=7-2(45-6-7) =

7T=2-3+41 =—-2-454+13-7=7-13—-45-2
Sax; =13-13 =169, y; = 213 = 26 l6ser ekvationen, liksom xg = 21 —3-45 = 34, yo =
y1—3-7=>5. Om z, y ar en 16sning fas 7(x —xo) —45(y —yo) = 0, sa (sgd(7,45) = 1) 45 | x —xo.
Det ger = z¢ + 45a (och y = yo + 7a). Dessa loser ocksa ekvationen for godtyckligt a € Z.
Virdena i Zoos blir 34, 79, 124, 169 och 214.

Svar: Alla 16sningar ar x = 34, 79, 124, 169, 214.

2) Talfsljden {a,}%, har ag = 9 och uppfyller a,,+1 = 3(a,)* + 4(a,)? for n € N. Vi skall
visa att a, slutar med (minst) 2" st 9:or.

Loésning: Vi visar med induktion pastaendet (P,) att for alla n € N géller

an = by, - 102" — 1 f6r nagot b, € Z.

Bas: Fp ar sant, ty ag =9=1- 102" — 1.

Steg: Antag for k € N att Py ar sant, dvs ay = by - 102" — 1 for nagot by € Z.

arr1 = 3(ar) +4(ar)® 2 3(b- 102" — 1) +4(by - 102° —1)3 = 3((by)1- 102" —4(by,)? - 1032 +
6(b1)2-1022" —4(by,)- 102" +1)+4((by)3- 1032 —3(by,)2-1022" +:3(by,)- 102" —1) = by 1102 =1
for ett by+1 € Z, sa om Py &r sant ar Py sant.

Enligt induktionsprincipen ar saken klar.

[Alternativt: Med b, = a, + 1 ar pastaendet att b,, slutar med (minst) 2™ 0:or och rekursionen blir by = 10,
bpi1 = 3(bn — 1) +4(by, —1)3 4+ 1= = (3(bp)? — 8b,, + 6)(b,)?. Tydligen férdubblas antalet O:or i varje steg

(och siffran fore ar en 6:a).]

3) Méngden A har n > 1 element. Vi soker antalet udda delméngder till A.

Losning: Lat a € A (a finns, ty A # 2) och B = A\ {a}. |B| =n — 1, s& B har precis 2”71
olika delméngder (multiplikationsprincipen). Varje C' C B svarar mot precis en udda delméangd
till A (|C| udda: C C A, |C| jamnt: C U {a} C A), s& det sokta antalet &r 271

Svar: Antalet udda delmingder till A #&r 271,

[Alt. f(D) =D A {a},dir M A N = (M UN) ~ (M N N), ger en bijektion mellan udda och jaimna D C A.]

4) H é&r en delgrupp till gruppen (G,-) och L, R &r en vénstersidoklass respektive en
hégersidoklass till H (i G). Vi skall for var och en av A = {ab~! | a,b € H}, B = {ab™! |
a,b€ L} och C = {ab~! | a,b € R} avgdra om den siikert dr en delgrupp till G.

Losning: a,b € H = ab™! € H (ty en delgrupp), & A € H. Om h € H fas h1~! = h, sa
heA@yr1en),sa HCA. Alltsa A = H, en delgrupp till G.

Lit L = gH, med g € G. a = ghi, b = ghy ger ab™! = ghlhglg—l. Enligt ovan antar
hihy ! precis alla virden i H, s B = gHg~'. B ir en delgrupp till G, ty 1 = glg~' € B
och ghg™t, gh’g~! € B ger ghg='gh’g~! = ghh'g~! € B och (ghg~ ')t =gh~lg~! € B.
Lat R = Hg, med g € G. a = hig, b= hag ger ab™" = hygg~*hy' = hihy', 54 C = H, en
delgrupp till G.

Svar: A, B och C ar alla delgrupper till G.




5) Vi soker de viirden P;(2) (antalet hérnfirgningar av grafen G med hogst 2 firger) kan anta.

Losning: Betrakta enligt ledningen forst en (icke-tom) sammanhéngande graf. Den kan
fargas med 2 firger pa antingen 0 sétt (om den inte &r bipartit) eller 2 sitt (om den &r
bipartit — eftersom det gar en véig mellan tva godtyckliga hérn i en sammanhéngande graf,
ar en 2-fargning helt bestdmd av fargen pa ett horn). Enligt multiplikationsprincipen ges
antalet sitt att farga en godtycklig graf av produkten av antalen for komponenterna.

Svar: Pg(2) kan vara 0 eller 2%, dir k dr antalet komponenter i grafen.

6) Vi soker alla z € Z sa att 112 =4 (mod 18) och 17z = 19 (mod 21).

Losning: 11z =4 (mod 18) géller omm 11z — 18y = 4 for nagot y.
Euklides algoritm: 18 =1-11+7 1=4-1-3=4—(7—-4) =

=1-7+4 - 742.4=-74211-7)=

7=1-443 =2.-11-3-7=2-11-3(18—-11) =

4=1-3+1 =—-3-184+5-11=11-5-18-3
sa4=11-20—18-12=11-2—18-1 och (sgd(11, 18) = 1) alla 16sningar ar x = 2+ 18k, k € Z.
Inséttning i den andra ekvationen ger 17(2+18k) = 19 (mod 21), dvs —8+(—4)(—3)k = -2

(mod 21), sa 12k = 6 (mod 21), dvs 4k = 2 (mod 7). Alla lésningar &r k =4+ 7Tn, n € Z
(ty sgd(2,7) = 1). Inséttning ger x = 2 + 18(4 + Tn) = 74 4 126n.
Svar: Alla l6sningar dr ¢ = 74 + 126n, n € Z.

7) Med Fibonacci-talen {F},}>2 , definierade av Fy = 0, Fy = 1, Fy40 = Fpq1 + F, for
n € N, skall vi visa att for allan =1,2,3,... giller
F2n—1 :(Fn—1)2+(Fn)27 FQnZFn(Fn+1+Fn—1)-

Lo6sning: Vi visar med induktion pastaendet P, enligt ovan for allan =1,2,3,....
Bas: P érsant, ty F; =1=0%+12 = (Fp)2 + (F1)? och Fy =1 =1(1+0) = Fy(Fy + Fp).

Steg: Antag Py, for k € N~ {0}, dvs Fo_1 = (Fp_1)? + (Fy)?, For, = F(Fyp1 + F_1).
IA

Da fas Foginy—1 = Fopp1 = Fop—1 + For, = (Fpe1)? + (Fi)? + Fi(Frg1 + Fe1) =
(Fr)? + Fo1(Fre1 + Fi) + FoFogq = (F)? + (Fr—1 + Fi) Fop1 = (F)? + (Frg)?

IA, forra
Foti1) = Forgo = For + Foppr = Fr(Frga + Fro1) + (Fe)? 4 (Frg1)? = Frpa (Fi +

Fyy1) + Fr(Fr—1 + Fy) = Fep1 (Fry2 + Fr).
Sa om Py ar sant dr Pj41 sant och enligt induktionsprincipen ir saken klar.
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7w pa cykelform, dess ordning och dess paritet. Dessutom soker vi den hogsta ordning en
jamn permutation 7 € S1; kan ha och ett exempel pa ett sadant 7.

8) m € Sy ges pa tvaradsform av 7 = (

Losning: Man finner 7 = (174 11 6)(2 10 53 9 8) (ty m1(1) = 7, m1(7) = 4 etc.). Ord-
ningen for en permutation &r mgm av cykellingderna, sa o(r) = mgm(5,6) = 30. Eftersom
7 innehaller precis en cykel av jamn langd &r det en udda permutation.

En jamn permutation dr en med ett jamnt antal cykler av jamn langd. Vi gar igenom
mojliga cykellangder och motsvarande ordningar (mgm for langderna) for 7,

[11]: 11, [912]:9, [821]:8, [731]:21, [72%]:14, [71%]:7, [641]:12, [632]:6, [621°]:
6, [521]:5, [542]:20, [53%]:15, [531%]:15, [5221%]:10, [51% : 5 och flera som tydligt
har mgm < 12 (enda primfaktorer hégst tva 2:or och en 3:a). Hogst ordning blir tydligen
21, med cykler [731], t.ex. 7=(1234567)(8910)(11).

Svara: m=(174116)(2105 39 8), o() = 30 och 7 &r udda,

7
1

[SL I =y

b: maximal ordning ar 21, exempel 7 = 123 5 6 8 9 10 11
’ 2 3 4 6 7 9 10 8 11




9) Vi soker antalet vésentligt olika sétt att fdrga hornen av ett liksidigt triangulért prisma
med hogst k farger.

Loésning: Vi anvinder Burnsides lemma (se sammanfattningen av foreldsning 19).
Prismats grupp av symmetrirotationer har 6 element (|G| = 1,|Gz| = 6 for alla horn z):
Identitetselementet (bevarar alla konfigurationer, | X;4| = k°), tvé rotationer +2F kring ax-
eln genom de trianguldra ytornas mittpunkter (bevarar konfigurationer med samma férg pa
kulorna vid varje triangel, |X,| = k?) och tre rotationer 7 kring axlar genom mittpunk-
terna av en kvadrat och motstdende kant (bevarar konfigurationer med motstaende horn i
kvadraten och kantens hérn parvis likfargade, | X,| = k%).

Lemmat ger antalet vésentligt olika fargningar, ﬁ > | Xl

geG
Svar: Antalet visentligt olika firgningar av prismats hérn ar %(k6 + 3k3 + 2k2).

10) Var och en av personerna i den dndliga méngden X vill ldsa vissa av bockerna i den
andliga mangden Y. Vi skall representera detta med en bipartit graf och ange ett nédvéandigt
och tillrackligt villkor pa grafen for att alla personer skall kunna lana dels (a) en och dels
(b) k bocker (som de vill 1dsa). (Tva olika personer kan inte lana samma bok.)

Losning: Lat G = (X UY, E) vara den bipartita grafen med hérnméngder X och Y och
en kant mellan person z(€ X) och bok y(€ Y) precis om x vill ldsa y. Villkoret for att de
onskade lanen skall vara mojliga ar da att det finns en delméngd FEy, till F sa att varje z € X
ingar i precis k kanter i Fjy, och varje y € Y ingar i hogst en kant i Ey, (a &r fallet & = 1).
Genom att betrakta en ny graf G’, som fas genom att ”dela upp” varje horn i X i k st kopior
och ocksa ”dela upp” alla kanter som gar till dem, kan villkoret formuleras som att G’ skall
ha en fullstdndig matchning. Genom att tillimpa Halls villkor for existens av en sadan, fas
(med bokens beteckningar) att ett nodvéndigt och tillrackligt villkor (uttryckt i G) for att
lanen skall vara moéjliga, ar att |[P(A)| > k|A| for alla A C X.

Svar: Grafen enligt ovan. Villkoret ar |P(A)| > k|A| for alla A C X.
(a &r fallet k£ = 1).




