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Tryckfel kan féorekomma.

1) (3p) Vi soker alla heltal x sa att 12z + 13 = 10 (mod 51).

Lésning: 12z 4+ 13 = 10 (mod 51) & 12z = —3 = 48 (mod 51) & 42 = 16 (mod 17) (det
sista eftersom 12z — 48 = 51k < 4o — 16 = 17k). Eftersom 4-13 =52 =1 (mod 17) (xan &v. fas med Euklides
algoritm) och sgd(13,17) = 1 &r ekvationen < 13-dx =2 =13-16 = —13 =4 (mod 17).
Svar: Alla sddana « ar x =4+ 17k, k € Z.

2) (3p) Bland 10 (sérskiljbara) barn skall 23 sma (identiska) bullar och tva stora (séarskiljbara)
alla fordelas sa att varje barn far minst en bulle.
P& hur manga sétt kan bullarna fordelas om Lisa far en stor bulle (men inte tva)?

Losning: Lisas stora bulle kan véljas pa 2 sétt och barnet som far den andra stora pa 9
sitt. Efter att ovriga 8 barn fatt varsin liten finns 15 sma bullar kvar att fordela bland de

10 barnen. Det kan goras pa (15; 9) = 9!2‘113,)! Satt (9 vaggar bland 15 + 9 vaggbarn.) Multiplikations-

principen ger svaret 2 -9 - %. Svar: De kan fordelas pa %(: 23535072) sitt.

3) Permutationen m € Sy ges av 7(1) =7, 7w(2) =8, 7(3) =9, 7(4) =6, n(5) =3, 7(6) =
2, 7(7)=1, ©(8) =4, n(9)=5. Vi soker (a, 2p) m:s och 7%:s cykelformer och ordningar och
(b, 1p) ett o € S1p med maximal ordning, samt o:s ordning.

Losning: Eftersom 7(1) =7, n(7) =1, m(2) =8, m(8) =4 etc fas 7 = (17)(2846)(395).
Multiplikation ger 72=(24)(359)(68). Deras ordningar ges av mgm av cykellingderna, sa
o(m)=12, o(m?)=6. I b) soks maximum av mgm(k1, ko, ...) med k; > 1, k1 + ko +...=10.
Provning (t.ex. efter stérsta cykellangd) ger att cykler av langd 2, 3, 5 ger maximal ordning, 30.
Svar: a) m = (17)(2846)(395), 72 =(24)(359)(68), o(w) = 12, o(w?) = 6,

b) t.ex. 0 = (12345)(678)(910) ger maximal ordning 30.

4) En linjér binér kod ges av kontrollmatrisen (checkmatrisen) H = H) % g é ?1) i]
Vi soker dels (a, 1p) ett kodord som med hogst ett fel kan bli 010110
och dels (b, 2p) ett ord som inte kan uppsta med hogst ett fel i ett kodord.

Lésning: H(010110)7 = (010)”7 = H:s kolonn 3, sa bit 3 fel, det sokta ordet &r 011110.
Ord av den skta typen ir precis sidana som inte kan riittas som i a), dvs H(...)T &r inte
en kolonn i H (dvs r (011)7). Exempel ar 100001, 010100, 001010, 110010, 111111.

Svar: a) Det sokta kodordet ar 011110, b) ett sadant ord &r 100001.

5) (3p) Vi skall avgora om grafen i figuren har nagon hamiltonstig. P

Losning: Grafen ar enligt figuren bipartit. I en hamiltonstig kan antalet
X-horn och antalet Y-horn skilja sig med hogst 1 (de ligger vartannat), men i
var graf &r skillnaden 2. Svar: Grafen har ingen hamiltonstig.

&

6) (4p) Vi skall avgora (a, 1p) vilka primtal < 5000 som inte &r méjliga och (b, 3p) hur manga
olika viarden som &ar mojliga for e, 1 < e < 5000, i ett RSA-system med n = 5917 = 61 - 97.

Lésning: n = 61-97 ger m = 60 - 96 = 27 - 32 . 5. Villkoret pa e att sgd(e,m) = 1 ger att
de omojliga primtalen ar 2, 3, 5. Mojliga e ar precis de som inte ar delbara med 2, 3 eller 5.
Antalet fas med principen om inklusion och exklusion. Med X = {z € N| 1 < x < 5000}
och Ai = {LIZ‘ e X | ZTJJ} soks |X\ (AQUA3UA5)| = ‘X| — |A2‘ — |A3| — ‘A5| + |A6| + |A10‘ +
|A15] — |Aso| = 4999 — 2500 — 1666 — 1000 + 833 + 500 + 333 — 166 = 1333, dér vi anvant
att A; N Aj = Apgm(i ;) och att |A;] &r heltalsdelen av 501& (om i > 1).

Svar: a) De omgjliga primtalen ar 2, 3 och 5, b) antalet mdjliga e dr 1333.




7) Med Fibonacci-talen {F}, }22  givna av Fy=0, F1=1, F,jo=F,11+F, forn=0,1,2, ...
skall vi visa FoF| + F1Fy + FoF3 + F3Fy + -+ + F5,,_1F5, = (an)2 forn=1,2,3,...

Lo6sning: Induktionsbevis 6ver n.
Bas: VL = FoFy + F1F, =0-1+1-1=1= (F,)? = HLy, sa det stimmer for n = 1.
Steg: Antag (IA) att pastaendet stammer for n = k. Da fas VLg11 = FoFy + FyFo + -+ - +

Fop 1 Fop 4 Forp Fopy1 + Fopp1 Fopyo = VL + FopFopq + Fopp1 Fopqo L HL + ForpFopq1 +
Fopi1Forro = (For)? + FopFopi1 + Forp1Forte = For(Fop + Fort1) + Forp1Fopiz =
ForFopro + Fopi1Fopyo = (For + Fopy1) Foryo = (Fopg2)? = HLjiq, sd om pastaendet
stammer for n = k gor det det ocksa for n = k + 1, steget &ar klart.

Enligt induktionsprincipen ar pastaendet visat forn = 1,2, ... Saken ar klar.

8) (4p) Vi skall visa att det finns ett heltal n > 1 sa att 147™ (skrivet i bas 10) slutar pa
0000000001, dvs sa att 10%° | (147" — 1).

Losning: Betrakta 147" (mod 10'°) fér n = 2,3,... Eftersom bara 10'° olika viirden
ar mojliga, finns enligt postfacksprincipen r > s med 147" = 147° (mod 10'9), s& 100 |
(1477 — 147°) = 147°(1477° — 1). Eftersom sgd(147,10) = 1 ger det med n = r — s(> 1)
att 1019 | (147" — 1). Saken ar klar.

Alt. sgd(147, 1010) = 1, sa 147 ar inverterbart i Zmlo, dvs ligger i den dndliga gruppen G = U(Zmlo) som har identitets-
elementet 1. Om n &r 147:s ordning i G giller 147" = 1 i G, dvs 147" = 1 (mod 10'0).

9) G, ar den 6vre grafen och P,()) dess kromatiska polynom.

Vi soker (a, 2p) Pi(A) och Py(X), (b, 2p) P,(\) for godtyckligt
n =1,2,... och (c, 1p) antalet sitt att (horn)firga den undre
n st

grafen med hogst 4 farger.

Losning: G bestar av tva horn med en kant mellan dem. Det
forsta hornet kan fargas pa A sitt och sedan det andra pa A — 1
sétt, sa Pr(A) = A(A—1).

Rekursionsformeln fér kromatiska polynom, Pg()\) = Pg—c(A) — Pg/e(A), med den hograste
kanten som e, ger Pyi1(A) = Pi(A)(A = 1)% = Pr(X\)(A — 2) (2 extra horn med varsin granne ger faktorn
(A = 1)2 och 1 hérn med 2 grannar med olika firg ger (A — 2)), S& Pry1(A) = Pr(A)(A% — 3\ + 3). Med
uttrycket for Pi(X) ger det P, (A) = A(A —1)(A2 —=3X+3)" L.

Den undre grafen bestar av en Gs med 2 extra horn, vardera med 2 olikfargade grannar, sa
dess kromatiska polynom #r P(\) = P3(\)(\ — 2)2. Antalet siitt att firga grafen med hogst
4 firger dr alltsd P(4) =4(4—1)(42 —3-4+3)?(4 —2)2=4-3-72 .22 = 2352.

Svar a): Pi(A) = A(A —1), Po(A) = A(A —1)(A%Z — 3X + 3),

b): P,(A) = A(A —1)(A%2 — 3X 4+ 3)"~1, ¢): Antalet sitt dr 2352.

10) Gruppen G har ordning |G| = 143(= 11 - 13). Vi skall (a, 1p) ange mojliga varden for
elementens i G ordningar o(g) och (b, 4p) visa (utan Cauchys sats) att det finns g,h € G
med ordningar o(g) = 11, o(h) = 13.

Losning: For alla g € G géller o(g) | |G|, sa o(g) maste vara en av 1, 11, 13 och 143.
Svar: a): Mojliga o(g) &ar 1, 11, 13, 143.

Antag att inget g € G har ordning 13.

Om nagot a € G har o(a) = 143 giller o(a'!) = 13, s4 alla element maste ha ordning 11 eller
1 (bara enhetselementet). Varje element av ordning 11 genererar en delgrupp av ordning
11, dvs innehaller precis 10 element av ordning 11. De 10 genererar alla samma delgrupp
(11 &r primtal), sa de 142 elementen av ordning 11 partitioneras i méngder med precis 10
element i varje (de som &ar potenser av varandra). Det gar inte (ty 10 { 142), s& antagandet
att inget element hade ordning 13 ledde till motsagelse.

Pa samma sétt leder antagandet att inget element har ordning 11 till att de 142 elementen
av ordning 13 skall partitioneras i médngder med precis 12 element i varje. Motségelse (ty
121 142). Saken i b) &r klar.




