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Losning till tentamensskrivning i Diskret Matematik for CINTE, CL2 och Media 1,
SF1610 och 5B1118, onsdagen den 17 augusti 2011, kl 14.00-19.00.

Examinator: Olof Heden
Hjalpmedel: Inga hjdlpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen.
Betygsgranser: (Totalsumma poéng &r 36p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdomet
15 poang totalt eller mer ger minst betyget
18 poang totalt eller mer ger minst betyget
22 poang totalt eller mer ger minst betyget
28 poing totalt eller mer ger minst betyget
32 poang totalt eller mer ger minst betyget

>WOUH§

Generellt giller att for full poéng kravs korrekta och val presenterade resonemang.
DEL I

Var och en av nedanstaende uppgifter svarar mot en kontrollskrivning. Godként resultat pa
en kontrollskrivning ger automatiskt full podng pa motsvarande uppgift. Att 16sa en uppgift som
man pa detta satt redan har till godo ger inga extra poéng.

1. (3p) Bestdam samtliga 16sningar x och y till den diofantiska ekvationen 258z + 496y = 8.

Losning: Vi soker forst, och med hjilp av Euklides algoritm, den storsta gemensamma
delaren till talen 258 och 496:

496 = 2-258 —20
258 = 13-20-2
20 = 10-2

sé sgd (496, 258) = 2. Den givna ekvationen ar da ekvivalent med ekvationen

1292 + 248y = 4 .

Berékningarna ovan ger, efter division med 2, att
1=13-10—129 =13(2-129 — 248) — 129 = 25 - 129 — 13- 248 ,
och efter multiplikation med 4:
4=129-100 + 248 - (—52) .

En 16sning till givna ekvationen ar alltsa x = 100 och y = —52. Lat 2’ och 3’ beteckna en
godtycklig annan 16sning, dvs
129z 4 248y’ = 4.

Subtraktion ger da att
129(z" — 100) + 248(y' +52) =0,

eller ekvivalent
129(2’ — 100) = —248(y’ + 52) .

Eftersom 129 och 248 saknar gemensamma delare maste 248 dela 2’ — 100, dvs

' —100 = k - 248



4.

for nagot heltal k. Detta substituerat i ekvationen ovan ger
129 - k - 248 = —248(y’ + 52)
och division med —248 ger nu
—129 -k =y +52

Slutsatsen blir att om z’ och 3" ar losningar till den givna ekvationen sa finns ett heltal k

sadanat att
' = 100+ k-248
y = —-52—k-129

Vi ser nu "omvént” att for varje heltal k sa géller
1292" + 248y’ = 129(100 + k - 248) 4 248(—52 — k - 129) = 129 - 100 + 248 - (—52) =4 .

Saledes
SVAR: £ =100+ k - 248 och y = —52 — k - 129 dar k kan vara vilket heltal som helst.

(3p) En klass med atta flickor och atta pojkar skall utse en grupp om fem klassrepresentanter.
P& hur manga olika sétt kan man sétta samman en grupp av klassrepresentater i denna klass
om alla flickor utom flickorna B och C végrar vara med om pojken A utses. For full podng
krévs att svaret ges i formen av ett heltal.

Lo6sning: Vi betraktar tva mojliga fall:

Fall 1: Pojken A viljs inte till klassrepresentant. Av total 8 + (8 — 1) = 15 elever skall man
da utse 5 elever. Antalet sitt detta kan ske pa ar

= 3003 .

15\ 15-14-13-12-11
5/ 1-2-3-4-5

Fall 2: Pojken A viljs. Det aterstar da att vélja 4 elever bland 2+ (8 —1) = 9 elever. Antalet

sitt detta kan ske pa &r
9 9-8-7-6
=0 196,
(4) 1.2.3.4 20

(3p) Bestam tre olika delgrupper till gruppen G = (Za4, +) som samtliga innehaller elementet
6.

SVAR: 3003 + 126 = 3129.

Losning: Vi tar tre cykliska delgrupper

6) = {6,12,18,0}
(3) = {3,6,9,12,15,18,21,0}
(2) = {2,4,6,8,...,22,0}

men ocksa gruppen G innehaller elementet 6 och ar en delgrupp till sig sjalv.

(a) (2p) Ett RSA-krypto har parametrarna n = 51, e = 3. Dekryptera meddelandet 2, dvs
bestam D(2).

Loésning: Dan =51 = 3-17sa &r m = (3 — 1)(17 — 1) = 32. Den dekrypterande
nyckeln d ges av villkoret e - d = 1(mod m). Enkel huvudrikning ger att 3-11 = 32+1,
s& 311 = 1(mod 32), och alltsd #r d = 11. D4 giller att D(2) = 2%(mod 51) och vi far

D(2) =51 211 =51 2048 =51 40 - 51 + 8 =51 8.

SVAR: D(2) = 8.



(b) (1p) Ett RSA-kryto har parametern n = 51. Ange samtliga mojliga véirden pa parame-
tern e som man kan vélja till detta val av parametern n.

Losning: Enligt laroboken ar enda kravet pa krypteringsnyckeln e att det skall finnas
ett tal d, sddant att e - d = 1(mod m), dar n = p - ¢ produkt av tva olika primtal och
m = (p—1)(¢ — 1). Eftersom, med givet n = 51 vi har att m = 32, sa kan vi vélja de
tal e till vilka det finns ett tal d med e - d = 1(mod 32). Enligt den allménna teorin for
ridkning i ringarna Z,, som finns i ldroboken kan vi da vélja precis de tal e sadana att
sgd(e, 32) = 1, vilket &r de udda talen. Sa vi svarar med

SVAR: De positiva udda talen.

5. (3p) I en plandr sammanhéngande graf med 11 noder (hérn) har noderna valenserna (graderna)
1, 1,2, 3,3, 3,4, 4,4, 5 och 6. Bestdm antal omraden som uppstar vid en plan ritning av
grafen, ytteromradet medréknat.

Losning: Valenssumman ar
1+14+24+3+34+3+44+44+4+54+6=236,

sa antalet kanter &r e = 36/2 = 18. Eulers polyederformel ger da, eftersom grafen &r
sammanhéangande, att antalet omraden r ar lika med

r=e—v+2=18-11+2=9.
SVAR: Nio omraden.

DEL II

6. (3p) Bestam antalet hela tal n mellan 1 och 1000, dvs 1 < n < 1000, som inte ar delbara
med nagot av talen 4, 6 eller 8.

Losning: Lat A, B och C beteckna de méngder av tal mellan 1 och 1000 som &r delbara
med 4, 6 resp. 8. Svaret ges da av

1000 — |[AUBUC] .
Formen for inklusion exklusion som vi kommer att anvénda lyder

|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANnB|-|ANC|—|BNnC|+|AnBNC|.

Da
1000 1000 1000
1000 1000 1000
och 1000
[ANBNC|=|—-] =41,
sa

SVAR: 1000 — (250 4 166 + 125) + (83 + 125 + 41) — 41 = 667.



7. (3p) Visa, t ex med hjilp av ett induktionsbevis, att 16sningen till rekursionsekvationen

Ap = —Qp_1 + 6a,_o n=23...,

med begynnelsevirdena ag = 7 och a1 = 4, ges av talfdljden a,, = 52" 4+ 2(=3)", n =

0,1,2,....

Losning: Rekursionsekationen definierar en talféljd, och var uppgift ar att visa att denna
talfoljd 6verensstdmmer med den i uppgiften givna. Vi anvander ett induktionsbevis.

De givna talfoljden 6verensstammer med den av rekursionsekvationen definierade talféljden
formn=0o0ochn=1ty

ag = 5-2042(=3)0=7,

ap = 5-2'42(=3)' =4.
Antag nu att den explicit givna talféljden 6verensstammer med den av rekursionesekvationen
definierade talféljden for alla tal n < k, for nagot tal k. Da géller att

ap = —(5-2F71 4 2(=3)F71) 1 6(5- 272 4 2(—3)F2)
vilket latt forenklas till
ap = —10-2""2 4 6(=3)*72) +30- 282 4 12(-3)* 2 =5.2% 4 2(—3)* |
dvs, da kommer den explicit givna talfoljden att Gverensstimma med den rekursivt givna

talfoljden ocksa for n = k.

Enligt induktionsprincipen 6verensstammer nu den explicit givna talféljden med den rekur-
sivt definierade talfoljden for alla naturliga tal n.

8. (a) (1p) Bestdm en abelsk (kommutativ) icke-trivial delgrupp till gruppen S3 av permuta-
tioner pa méangden {1,2,3}

Losning: Vi kan vélja en cyklisk delgrupp till Ss, t ex den delgrupp som genereras av
permutationen (1 2 3):
(123)) = {(123),(132),id} .

Denna grupp ar cyklisk, par definition, och alla cykliska grupper ar abelska.

(b) (2p) Bevisa att varje icke-abelsk (icke-kommutativ) grupp G har minst tva olika abelska
icke-triviala delgrupper.

Lo6sning: Gruppen med bara ett element e dr abelsk, sa om gruppen G inte ar abelsk
maste det finnas minst ett element g # e. Detta element genererar en cyklisk delgrupp
(g), som &r abelsk (eftersom den &ar cyklisk), och da inte kan innehélla alla element i
den icke abelska gruppen G. Om h &r ett annat element i G s& genererar h en cyklisk
delgrupp (h) som &r abelsk.

Vi har nu hittat tva abelska delgrupper till G, ndmligen (g) och (h).
(c) (2p) Ar pastaendet i deluppgiften ovan sant for abelska grupper. Motivera ditt svar!

Loésning: Nej, det finns manga exempel pa att pastaendet i b)-uppgiften inte géller for
abelska grupper. Till exempel den abelska gruppen G = (Z,,+), dér p &r ett primtal,
har inga icketriviala delgrupper. Vidare till exempel (Z4,4) har bara en icketrivial
delgrupp, delgruppen H = {0, 2}, och &r abelsk.

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hanvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej
nodvéndigvis ordagrant, dar de anvands i 16sningen.



9. I kursen behandlas bl a binéra felrattande koder och hur sadana kan konstrueras med hjalp
av sa kallade kontrollmatriser (parity-check matriser). Detta kan generaliseras till ternéra
felrdttande koder, vars ord bildas med hjélp av symbolerna 0, 1 och 2. Tex kommer de
kolonner som multiplicerade med matrisen H nedan

01 11
=)0

ger nollkolonnen, om man raknar modulo 3, att utgora en felrattande ternar kod C.

(a) (2p) Ge vettiga definitioner av avstand och felrattning, bestdm antal fel koden C' ovan
kan rétta, hur manga ord koden har och hur manga ternéra ord av langd fyra som koden
C inte kan ratta.

Losning: Avstandet mellan tva ord definierar vi som antalet positioner i vilka orden
skiljer.

Vi visar nu att om minsta avstandet mellan ord i en kod C &r 2e 4+ 1 sa kommer koden
att kunna rétta e uppkomna fel: Inget ord x kan da ligga pa avstand e eller mindre
fran tva olika ord ¢ och ¢/, ty om sa vore fallet skulle man kunna ”ta sig fran” ¢ till ¢/
genom att forst dndra i hogst e koordinatpositioner for att na a och sedan med hjilp
av ytterligare hogst e andringar i koordinaterna for att sedan na ¢’. Avstandet mellan
c och ¢ skulle da vara hogst 2e.

Nu till den specifika kod C' definierad med hjélp av den givna matrisen H. Vi visar
forst att kodens minavstand ar 3.

Antag att c och ¢’ ar tva ord i koden pa avstand 2. Da géller att ¢ — ¢’ ar ett ord av vikt
2, dvs ett ord ¢’ med precis tva koordinater skilda fran noll. Sedvanlig matriskalkyl ger

nr o _ N\T _ T T 0 _ 0 _ 0
Hc"™" =H(c— )" =Hc —Hc _[O o l=1o
och da skulle nollkolonnen kunna erhallas som en summa av tva kolonner i H, varvid

en eller bada kolonnerna skulle kunna vara multiplicerade med elementet 2 i Z3.
Sa vi inspekterar kolonnerna i matrisen H och deras multipler med 2, och finner kolon-

HEHEH

samt for de 6vriga sex kolonnerna

LGB EE BEET

Eftersom inga tva av dessa kolonner r lika finns inget ord ¢ av vikt 2 s att He"7 = 0.
Eftersom alla de atta kolonnerna ovan ar skilda fran nollkolonnen finns inget ord ¢ av
vikt 1 med Hc”? = 0 och dirmed inga ord pa avstand 1 i den givna koden C.

Nu har vi visat att koden C ar 1-felsrittande.

Vi visar nu att alla ord kan réttas. For den skull observerar vi forst att alla kolonner
utom nollkolonnen finns med i upprakningen ovan.

Om x = (11,2, 23,74) &r ett godtyckligt ord kommer multiplikationen Hz” att resul-
tera i en av de atta kolonnerna ovan, (eller nollkolonnen, varvid z da &r ett kodord).
Om t ex multiplikationen ger den sista av kolonnerna i uppriakningen ovan sa kommer
ordet ¢ = (21, xa, 23, x4 — 2) att multiplicerade med H att ge nollkolonnen, och darmed
vara ett kodord. Ordet z ligger da pa avstandet 1 fran ett kodord. OSV

Alla ord kan alltsd rittas unikt. Totalt finns det 3* ord av lingd 4, och kring varje
kodord befinner sig precis 1 +2-4 =9 ord pa avstand noll eller ett. Da varje ord ligger
pa avstand hogst ett fran ett kodord har vi att
34

Cl=2=9.
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(b)

(3p) Finns det niagon terniir 1-felsrittande kod med 3'° ord och vars ord har lingden
13?7 Motivera ditt svar!

Lo6sning: Om ordliangden ar 13 sa kommer kring varje kodord att pa avstandet hogst
ett befinna sig totalt
142-13=27=33

stycken ord. Om C skulle besta av 3'° ord skulle antalet ord koden kan ritta att vara
lika med

0] 3% =310.33 = 313 |
dvs C skulle kunna réatta samtliga ord av langd 13 till ett kodord.
Vi konstruerar nu en matris H som ger en kod C, som med vart allménna recept
(multiplicerar ordet 2 med H och se vilken kolonn vi far) for felrittning har egenskapen
att varje ord unikt kan réttas till ett kodord.
Matrisen H skall ha 13 olika kolonner (eftersom ordléangden &r 13) som tillsammans med

sina multiplar med 2 ger samtliga 26 icke nollkolonner av hojd 3. Lite trial and error
ger matrisen

0000111111111
H=|011 100011122 2
101 201201201 2
som loser problemet, eftersom dessa kolonner och deras multipler med 2 ger 26 olika

kolonner.

Som i forsta deluppgiften ser man da ocksa, och med samma motivering, att kodens
minavstand ar 3.

(1p) Visa att om alla noder (horn) i en bipartit graf har valensen (graden) 2 sa kan
kanterna farglaggas i fargerna 0 och 1 pa ett sadant sétt att vid varje nod intriffar
precis en kant av vardera fargen.

Losning: Lat grafen ha nodméngderna X och Y och déar det finns inga kanter mellan
noder i X och inga kanter mellan noder i Y.

Om alla noder har valens 2 sa kommer grafen att besta av enbart cykler. Varannan
nod i cyklerna ligger i X och varannan i Y, sa sadana cykler maste ha ett jamnt antal
noder och dérmed ocksa ett jamnt antal kanter. Da kan varannan kant i respektive
cykel fargas med fargen 1 och varannan kant med fargen 0. Vid varje nod kommer da
att finnas precis en 0-fargad kant och en 1-fargad kant.

(2p) Visa att motsvarande pastaende géller om alla noder i en bipartit graf har valensen
k = 3 och fargerna ar 0, 1 och 2.

Losning: Se nedan.

(2p) Géller ett motsvarande pastaende generellt om alla noder i en bipartit graf har
valensen k > 3.

Losning: Vi kommer att anvidnda ett induktivt resonemang, och basfallet ges av
deluppgift a), men vi behover forbereda oss lite. Vi kommer att anvinda Halls brollopssats.

For varje delméngd A till X later vi J(A) beteckna méngden
J(A) = {y € Y | finns kant fran y till nagon nod = € A} .

Vart mal ar att visa att Halls villkor, dvs |A| < |J(A)| for alla delméngder A till X, &r
uppfyllt.



Lat E(A) beteckna de kanter som intréaffar i nod i delméngden A till X. Eftersom alla
noder i méngden A har valensen k sa géller

B(A)] = k- |A].

A andra sidan har varje nod i méangden J (A) ocksa valensen k och darmed hogst k
stycken kanter till noder i A sa da galler att

k- [J(A)| = [E(A)] .
Tillsammans ger de béagge ekvationerna ovan att Halls villkor &r uppfyllt. Det finns da
en samling S av kanter som bildar en komplett matchning i den bipartita grafen. Ta
nu bort kanterna i Si. Da aterstar en bipartit graf i vilken alla noder har valens k — 1.
Fortsatt nu som ovan med denna graf.

Vi hittar alltsa k stycken kompletta matchningar S;, i = 1,2,..., k sadana att
S;nS;=0 for i#j och E=UF,S,

dir E betecknar mangden av kanter i den bipartita grafen. Dett ger att om vi fargar
kanterna i kantméngden S; med fargen i sa far varje kant sin bestdmda farg. Dessutom,
eftersom firgen pa en kant bestdms av vilken matchning kanten tillhor, finner vi att vid
en och samma nod kan inte intriffa tva kanter med samma farg.



