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Losningar tentan SF1610(/5B1118) DISKRET MATEMATIK, CL m.fl., 27
maj 2009

Tryckfel kan féorekomma.

1) (3p) Finn alla heltal z, y sa att 12z — 21y = 15.

Division med 3 ger den ekvivalenta ekvationen 4x — 7y = 5. Euklides algoritm:
7T=1-4+3, . j1=4-3= g =10 . -
sa och ar en l6sning.
4=1-3+4+1 4—(7T—-4)=4-2-7-1 Yo =5
x,y ar da en 16sning omm 4(x — 29) = 7(y — Yo), dAVS (eftersom sgd(7,4) = 1, maste 7 | (= — w¢) etc.)
T —xg="Ta, y—yo=4a for nagot a € Z. b=a + 1 ger

r=3+70 g5 pez.

Svar: Alla losningar ges av {y — 14 4b

2) (3p) I en klass med 12 flickor och 15 pojkar skall man dansa (pardans, en pojke och en
flicka i varje par). Lukas maste vara med och dansa, men kan inte dansa med Maja. Pa hur
manga sitt kan 12 par da bildas?

(Svaret far innehalla fakulteter, heltalspotenser och de fyra vanliga raknesétten.)

Lukas partner kan véljas pa 11 sétt (vem som helst utom Maja). Déarefter kan 11 flickor
vélja bland 14 pojkar pa (14)1;, =14-13-...-5-4 = 13—4!! sétt. Multiplikationsprincipen ger
Svar: Paren kan bildas pa %(: 159826867200) sitt.

Alternativt t.ex. % - (15)12 = ... (andelen av alla hopparningar dar Lukas varken dansar med Maja eller star Gver).

3) (3p) U(Z14), alla inverterbara element i Z14, utgor en grupp med operation multiplikation
(det behover du inte visa). Avgdér om gruppen ar cyklisk.

U(Zy4) = {r € {0,1,2,...,13} | sgd(r,14) = 1} = {1,3,5,9,11,13}, sa |U(Z14)| = 6 och
den ar cyklisk omm nagot element har ordning=6.

Man finner (1=1,0(1)=1,)32=9,3>=9-3=13,s3 0(3) =6 (ty o(g) | 6).

Svar: U(Z14) ar cyklisk (generatorer &r 3 och 5).

4) (3p) Man vill skapa ett RSA-system for kryptering med de ”stora” primtalen p = 43 och
q = 61. Vidare vill man ha krypteringsexponenten e > 1000.
Finn det minsta mojliga e-vardet.

m=(p—1)(g—1) =42-60 = 23-.3%2.5.7. e fungerar som krypteringsexponent omm
sgd(e,m) = 1, sa (7 | 1001, 2 | 1002, 2,3,5,7  1003):
Svar: Det minsta mdgjliga e > 1000 ar e = 1003.

5) (3p) En plan, 3-reguljir (dvs alla horn har valens (grad) 3) graf bestar av 7 komponenter
och delar in planet i 42 ytor (fasetter), inklusive den obegrdnsade ytan. Hur manga horn
och hur manga kanter har grafen?

Om en plan graf har v horn, e kanter, r ytor och ¢ komponenter giller v—e+r—c = 1. Efter-
som3v=> 3=, 0(z)=2e fassv—3v4+42-7=1,s4v=0680oche= 268 =102.
Svar: Grafen har 68 horn och 102 kanter.

6) (4p) Finn alla heltal x s att 17 &r en delare till 1223° + 823 + 14z, dvs
122%° + 82° + 14r =0 (mod 17).

Eftersom 1223% + 823 + 14z = x(1223* + 822 4 14) &r en mojlighet att 17 | z.

Om 17t o ger Fermats lilla sats (17 #r ju primtal) att 216 = 1 (mod 17), s& 1223° + 822 +
14z = 1223 + 823 4+ 142 = 32% — 3z = 3z(z— 1)(z+1) (mod 17) och enda nya méjligheterna
ar 17|z —1och 17|z +1, 84

Svar: Alla 16sningar ges av x = 17Tn, 17n + 1, och 17Tn — 1, n € Z.




7) (4p) For vilka n > 3 géller att den fullstédndiga (kompletta) grafen K, innehaller dels en
hamiltoncykel och dels en sluten vag som saknar gemensamma kanter med hamiltoncykeln
och gar exakt en gang genom var och en av grafens 6vriga kanter?

K,, innehaller alltid en hamiltoncykel (eftersom det gar kanter mellan alla par av horn, kan
man ga cykliskt genom alla hérn). Om man tar bort kanterna i den, aterstar en graf som ar
sammanhéngande om n > 5 (om n = 3 saknar den kanter) och varje hérn har valens n — 3.
Problemet ar nar det finns en sluten eulerviag i den aterstaende grafen. Det gor det som
bekant (en sats av Euler) om alla hérn har jamn valens, dvs

Svar: For udda n > 5. (Om man godtar en tom vig som sluten, gar ocksa n = 3 bra).

8) Permutationen T € Sy ges av att

m(1)=6, 7(2)=7, n(3)=1, 7(4)=9, 7(5)=5, n(6)=3, n(7)=2, 7(8)=8, 7(9)=4.
a) (1p) Uttryck 7 i cykelnotation.
b) (3p) Hur ménga o € Sy uppfyller o = 7~ 1o (dvs omo™! =77 1)?

a) Eftersom 7(1) =6, 7(6) = 3, m(3) = 1 etc, fas # = (163)(27)(49)(5)(8).

b) oro=t = (o(1) o (6 ) (3))( a( a(M)(o(4)(9))(c(5))(c(8)). For att den skall vara samma
som 7t = (136)(27)(49)(5)(8) krivs att i-cykel svarar mot i-cykel osv. o(1) kan vara 1,
3 eller 6 (3 mojligheter), 0(6), o(3) bestdms entydigt av o(1). o(2) kan vara 2, 7, 4 eller 9
(4 mojligheter), den bestdmmer o(7), varefter o(4) har tva mdjliga vérden, sedan ar o(9)
bestdmd. o(5) kan vara 5 eller 8, ¢(8) da bestdmd. Multiplikationsprincipen ger totalt
3.1-1-4-1-2-1-2-1 = 48 méjliga o.

Svar: a) m = (163)(27)(49)(5)(8), b) Det finns 48 sidana o.

9) Lat G vara en grupp.

a) (2p) Visa att om ekvationen azbra = x~! har (minst) en lésning = € G for alla a,b € G,
s& finns for varje g € G ett ¢ € G s att g = ¢>.

b) (3p) Visa omvindningen till a), dvs att om for varje g € G finns ¢ € G med g = ¢?, sa
finns for alla a,b € G' (minst) ett z € G med azbra = x~*.

a) Antag att ekvationen arbra = 2~ ! har en Iésning = € G for alla a,b € G. Lét d vara en
16sning med b = g, a = 1, dvs 1dgdl = d—*. D& (multiplicera med d~! fran bada sidor) ir
g = (d=1)3 och (g var godtyckligt, c = d~!) saken &r klar.

b) Antag att for varje geGqG ﬁnns ce€Gmed g=c3 Med g =a'b ger det att det finns
ceGmedatb=c® Medd=cta" !, dvsc=a"1d" !, fas a='b = (a~'d~')3. Multiplika-
tion med ada fran vénster och med da fran hoger ger adbda = d—', dvs ekvationen har en
16sning (z = d) for alla a,b € G, saken &r klar.

10) Vid en tentamen med 10 uppgifter kan var och en av de sex forsta uppgifterna ge 0, 1
eller 2 podng, medan de aterstaende fyra uppgifterna kan ge 0, 1, 2 eller 3 poéng.

a) (1p) Hur manga olika podngfordelningar ar mojliga?

b) (4p) Hur manga av dem (férdelningarna i a)) har minst en uppgift vardera bedémd med
0, 1, 2 och 3 poang?

(Svaren far innehalla fakulteter, heltalspotenser och de fyra vanliga riknesétten.)

a) Enligt multiplikationsprincipen finns 3¢ - 44 olika poiéingfordelningar.

b) Lat X vara méngden av alla férdelningarna i a) och A; vara méngden av férdelningar dér
ingen uppgift getts ¢ podng. Vi soker | X ~\ (Ag U Ay U A2 U A3)|, som enligt principen om
inklusion och exklusion ar |X| - (‘A0| + |A1| + ‘A2| + |A3D + (|A01| + |A02| + |A12| + ‘A03| +
|A13‘ + ‘A23|) — (|A012| + ‘A013| + |A023| + |A123|) + |A0123| (dar A()l betecknar AO N A1 och
motsvarande). Enligt a) dr |X| = 3¢ - 4% och pd samma siitt fas |Ag| = |A1| = |As| = 26 - 34,
|As| = 319 |Ao1| = |Ao2| = [Ara] = 1924, [Ags| = |Ass| = [Aas] = 219, |Ag12| = 0,
|Ao13] = |Ao23| = |A123] = 119, |Ap123] = 0, s& det sokta antalet dr (med ett par extra
termer for systematiken) 36.4* —3.26.3% +3.16.24 —06.14 - 3104 3.210 _3.110 4 010,
Svar: a) 3% .4%(= 186624) olika fordelningar,

b) 3¢.44 —3.26.3443.24 - 310 1 3.210 _ 3(= 115140) olika férdelningar.




