KTH Matematik
B.Ek

Lésningar tentan SF1610(/5B1118) DISKRET MATEMATIK, CL, 5 maj 2008

Tryckfel kan féorekomma.

1) Eftersom sgd(14,33) = 1 finns ett heltal x med 142 = 1 (mod 33). Vi finner det med
Euklides algoritm:

33 =2.14 4 5,
1 =5-4=5—(14—2.5) =
14 =2-5+44, ..
och dérmed =-144+3-5=-14+3(33-2-14) =
5 =1-441,
=3-33-7-14
4 =4-140
s414-(=7)=14-(33-7)=14-26 =1 (mod 33).
Svar: Ja, t.ex. * = —7 och = = 26.

2) Totalt kan 12 dagar véljas bland de 17 pa (g) satt.
Av dessa sétt har Gg) satt bade forsta och sista dagen med (6vriga 10 véljs bland 15 dagar).

Det sckta antalet dr alltsa skillnaden, (17) — (10) = 1o — 1ot = 1aes (1716 — 12-11) =

124 08(17-16 — 12+ 11) = 7-13(17-4 — 3 11) = 91 - 35 = 3185.

D ps 15! . .
Svar: P& 1575 (17 -16 — 12 - 11)(= 3185) siitt.
Alternativt kan man rakna pa de tillatna fallen, ig +2 ﬁ = ... =3185.

3) Man finner 7 pa cykelform 7 = (1627) (35) (498), ty m(1)=6, 7(6)=2, etc. Ordningen
for en permutation (den lagsta positiva potensen av den som &r identitetspermutationen) ar
minsta gemensamma multipeln av cyklernas langder, dvs o(r) = mgm(4,2,3) = 12.

Svar: w dr pa cykelform (1627) (35)(498). Dess ordning &r 12.

4) Eftersom H(111001)7 = (001)” (H:s 3:e kolonn), H(101101)T = (000)” och H(010111)T =
(010)T (H:s 2:a kolonn), har det blivit fel i position 3, inget fel respektive fel i position 2.
Sanda var alltsa (110001), (101101) och (000111).

Svar: De sinda orden var (110001), (101101) och (000111)

5) Vi undersoker de olika valensféljderna:

i) 1,2,2,3,4,5 : omdjlig, ty summan av valenserna skall vara 2

ganger antalet kanter, ett jamnt tal.

i) 2,3,3,3,3,4 : maojlig, se figuren till hoger.

iii) 2,2,4,4,5,5 : omdjlig, ty de tva sista hornen skulle ha kanter

till alla andra. Om man tar bort dem och deras kanter, aterstar

en graf med valenser 0,0,2,2. Det gar inte utan multipla kanter.

Svar: Det finns en graf med valenserna i ii), men ingen med dem i i) eller iii).

6) Enligt Fermats lilla sats #r 6! =1 (mod 13), ty 13 ér ett primtal och 13 1 6.

Eftersom 52 = 25 = 1 (mod 12) dr 52908 = (52)1004 = 11004 — 1 (mod 12), s& 529%% =
12k + 1, k € N. Alltsa fas 65 = 6121 = (612)k .6 = 1% . 6 = 6 (mod 13).

Svar: Den (minsta icke-negativa) resten da 65" divideras med 13 &r 6.

7) Vi har en dndlig graf dér varje horn har valens minst 2. Betrakta en stig vgvivs ... vy
av maximal 1dngd i grafen (eftersom ingen stig ar ldngre &n antalet horn i grafen finns en
sadan). Fran v, gar minst en kant till, tydligen till ett horn som redan besokts (annars

kunde stigen forldngas), vy sig. Da ar vgvk41 . .. Unvk en cykel i grafen. Saken &r klar.
Alternativ: Om grafen saknar cykler dr varje komponent ett trdd och antalet kanter (en) mindre &n antalet hérn
dér. Det motsiger att summan av valenserna (alla minst 2) &r 2-(antalet kanter).

8) Vi visar med induktion att FyFy + FyF3 + -+ + Fo, 1 Fo, = (Fy,)? for n = 1,2,3,. ..
giller for Fibonacci-talen {F,}5 . Vi anvénder att Fo = F; + Fp =1+0=1.

Bas: VL =FF,=1-1=1, HL; = (Fy)? = 12 = 1, s4 pastdendet ir sant for n = 1.
Steg: Antag att pastaendet ar sant for n = k. Da fas VLpy1 = FiFy + FoFs5 + -+ +
Fop 1 Fop + FopFop 1 + Fopp1Fopo = VLD + FopFop 1 + Fopy1Fogyo = HLp + FopFop 1 +
Fopy1Forgo = F+ FopFopy1 4 Fopp1 Fango = For(Fop+ Faig1) + Fopy1 Fongo = FopFarqa+
Fopp1Foto = (Fog + Fopg1)Foryo = (Forgo)? = HLjyq,

sa om pastaendet ar sant for n = k ar det sant for n = k + 1.

Enligt induktionsprincipen ar det sant for alla n =1,2,3,... Saken &r klar.



9a) Lat X vara méngden av alla mojliga placeringar av de 16 barnen pa de 22 stolarna och
C' de dér Adam och Barbro sitter jaimte varandra. Det sokta antalet ar | X \ C| = | X|—|C].
Har ar |X| =22-21-...-7 = 26—2!! (antalet injektioner fran en 16-méngd (barnen) till en
22-méngd (stolarna)) och |C| = 2- 2! (2 méjliga ordningar mellan de tvé och sedan ses de
som ett stort barn, nu med 15 barn och 21 stolar).

Det stkta antalet ar alltsa 26—2!! -2 %I = 26—1!!(22 —-2) = 2026—1!!

b) Lat A, B vara placeringarna didr Barbro och Cyril, respektive Adam och Cyril, sitter
bredvid varandra. Det sokta antalet &r da (inklusion och exklusion) |[X ~ (AU BUC)| =
| X|—(JA|+|B|+|C|)+(JANB|+|BNC|+|CNA|)—|ANBNC|. Somia) ar |[A| = |B| =
IC| =2- 26—1!!7 medan [ANB| =|BNC|=|[CNAl=2- 26—0!! (om Ciyril sitter bredvid bade
Barbro och Adam, sitter de tre i rad med Cyril i mitten, 2 mdéjliga sétt, som ett extrastort
barn av 14, med totalt 20 platser) och |[AN BN C| =0 (de kan inte alla tre sitta i mitten).
Det sokta antalet i detta fall ar alltsa 26—2!! —6- 26—1!! +6- 26—0!! —-0= 34226—0!! = 5725—0!!

Svar: a) Pa 202X (= 1419192838103040000) sitt,

b) pa 572% (= 1155628453883904000) siitt.

10a) Vi har en dndlig grupp G med delgruppen H och ett element k € G och skall for varje
g € G visa att g € kH om och endast om gH = kH.

om: Eftersom identitetselementet I € H (H &r ju en grupp) géller alltid att g = gI € gH,
sa gH = kH medfor g € kH.

endast om: Om g € kH = {gh | h € H} &r g = kh; for ett hy € H. Da dr gH = {kh1h |
he HYCkH, ty hhh € H, alla h € H (H &r ju en grupp). Men k = gh!, dir ju h;' € H
(H en grupp), sa p.s.s. fas kH C gH. Alltsa gH = kH.

Saken ar klar

b) Lat G = (X UY, E) vara den bipartita grafen med hérnméngderna X och Y givna av
X = {H:s vanstersidoklasser i G} och Y = {H:s hogersidoklasser i G} och en kant mellan
gH och Hk precis om gH N Hk # @. Da ar |X| = |[Y]| = % = m (enligt a) &r ju
olika sidoklasser disjunkta, de &r alla lika stora som |H| eftersom h — gh ger en bijektion
H — gH).

Enligt Halls sats finns en fullstindig matchning i G om (och endast om) |A| < |P(A)| for alla
AC X, dir P(A) ={y € Y| det finns x € A med zy € E}, dvs méngden av grannar till
element i A. Eftersom elementen i A ar vanstersidoklasser ar de disjunkta, sa de innehaller
|A| - |H| av G:s element. P(A) innehaller de hogersidoklasser som innehaller minst ett av
dessa gruppelement och eftersom hogersidoklasserna &r disjunkta av storlek |H| maste vi
ha |P(A)|- |H| > |A| - |H| och det fdljer att |[P(A)| > |A|. Det finns alltsa en fullsténdig
matchning i G.

Valj for varje matchat par (gH, Hk) ett gemensamt element g;. D& &r (enligt a)) gH = g;H
och Hk = Hg;, sa

G=gHUgpHU ---Ug,H=Hg UHg U---UHgp,.

Saken ar klar.



