KTH Matematik
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Losningar tentan SF1610(/5B1118) DISKRET MATEMATIK, CL (m.fl.),

20 augusti 2008
Tryckfel kan forekomma.

1) Vi visar med induktion att Fy + F3 + F5 4+ ... 4+ Fopq1 = Fopqo forn =0,1,2,..., dar
fibonaccitalen {F,,}>° , ges av Fy =0, F; =1 och Fyy0 = Fyp1 + Fy, forn=20,1,2,...
Bas: VILg=F =1, HLy = F>, = F} + Fy; = 14+0 = 1, sa pastaendet ar sant for n = 0.
Steg: Antag att pastaendet ar sant fér n = k, nagot £k =0,1,2,...

Da fas VL1 = Fy + Fs + ... 4 Fopq1 + Fopys = VL + Fopps """ HLy + Fajps =
Fogyo + Fopyz = Fopra = Fogeq1)42 = HLgqa,

sa om pastaendet ar sant for n = k ar det sant for n = k + 1.

Enligt induktionsprincipen ar det sant for alla n =0,1,2,... Saken &r klar.

2) Antalet injektioner f : {a,b,c,d} — {1,2,3,4,5,6,7} som antar minst ett jamnt virde
ar det totala antalet injektioner minus antalet injektioner som bara tar udda varden, dvs
7-6-5-4—4-3-2-1=2840 — 24 = 816 (kdnt uttryck for antalet injektioner eller multip-
likationsprincipen).

Svar: Det sokta antalet funktioner ar 816.
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3) For att finna alla 16sningar i Zj4 till ekvationen 2z = z + 6 berdknar vi bada leden for

alla element i Z14 och jamfor:

x 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

22 01 4 9 2 11 8 7 8 11 2 9 4 1
xr+6 6 7 8 9 10 11 12 13 0 1 2 3 4 5
Den givna andragradsekvationen har tydligen fyra l6sningar. Tabellen ger:
Svar: Ekvationens samtliga l6sningar ar = 3, 5, 10 och 12.

zZw
4) f(z,y,z,w) = xzw + Tyz + TYZW + Tjzw + yZw 00 01 11 10
ger karnaughdiagrammet hérintill.

Genom att, som i fig., tdcka l:orna med sa stora rek- 00 0 0110
tanglar som mdjligt med sidlangder 1, 2 eller 4, far vi att 01 1 11 1111
f(z,y, z,w) ar ekvivalent med Ty + yw + zw. Ty

Det ar den sokta minimala disjunktiva formen. 11 O [ J1]f0
Svar: Uttrycket blir f(z,y, z, w) = Ty + yw + zw. 10 o ol1lo

5) Om grafens ena komponent (den fullstéindiga) har  horn, har den iz(z — 1) kanter
(2-(antalet kanter)=summan av valenserna). Den andra komponenten har da 10 — z hérn
(totalt var det 10 horn) och 10 — 2 — 1 = 9 — x kanter (eftersom det var ett trdd). Totala
antalet kanter (som var 18) blir fz(z —1) +9 — z = 18, s& 2® — 3z — 18 = 0, med ldsningar
x = 6,—3. Antalet hérn i en komponent &r positivt, sa

Svar: Den fullstandiga komponenten har 6 horn och den andra har 4 horn.

6) Vi soker heltalslosningar till (¢) 111z + 84y = 15 och (4i) 84x + 111y = 16.

Euklides algoritm ger 111 =1-84 427,84 =3-274+3,27=9 -3+ 0 sa sgd(111,84) = 3
och3=84-3-27=84—-3(111—-84)=-3-111+4-84.

Foér  och y heltal delar 3 talet 842 + 111y men inte 16, sa (¢¢) saknar heltalslésningar.

111 (=3)+84-4=3,sa 111 - (—15) + 84 -20 = 15 och {2 ~ o0 dren 18sning till (i).
Yyo —

(z,y) uppfyller da (i) precis om 111(z — o) + 84(y — yo) = 0, dvs 37(x — z¢) = 28(yo — y),
s (entydig faktorisering) @ — xo = 28k, godtyckligt k € Z och darur y = yo — 37k.
xr = —15+ 28k

Svar: (i) har 16sningarna
=20 — 37k

, k € Z. (i1) saknar heltalslésningar.



7) Grafen G ar sammanhéngande och har e = 107 kanter och v = 66 horn. Vi vet ocksa att
ingen cykel i G har lingd < 5.

Antag att grafen kan ritas plan. Da har var och en av de r ytorna (fasetterna) minst 5 kanter,
sa summan av antalet kanter i ytorna ar Z 5r, men den &r ocksa = 2e (varje kant rdknas
tva ganger). Vi har alltsa 2e > 5r, sa r < 2 £e och enligt Eulers formel for sammanhéngande
plana grafer 2 =v —e+7r < v— 3¢, sd e < 2(v—2) = 2(66 — 2) = 1062. Men e = 107,
motségelse, sa Svar: Nej grafen kan 1nte vara planéir.

(v =66, e = 106 ar daremot mdojligt i en plandr graf (t.ex. 4 dodekaedrar hopklistrade i rad langs sidoytor + ett
extra horn med en kant).)

8) Vi soker det minsta n € N sa att for alla ,y € Z giller y = 21°7 (mod 1271) =

y" = (mod 1271), dvs 2! =z (mod 1271) for alla z € Z.

(Sa det handlar om ett RSA-system med n’ (vanligen kallat n) = 1271 = 31-41,e = 107, m =
(31 —1)(41 — 1) = 1200. Vart sokta n ar det som brukar kallas d.)

Enligt RSA ricker 107n =1 (mod 1200). Det ger med Euklides algoritm etc att n = 1043
duger (for 3p), men mindre n finns.

Kravet pa n ir ju precis att 207" = 2 (mod 31 och 41) (ty sgd(31,41) = 1), dvs 107Tn =1
(mod 30 och 40) (ty 31 och 41 &r primtal). (mod 30) ger med Euklides algoritm att 1 =
—7-107425-30 = (30k—7)107+(25—107k)30, sa (som i 6) ovan) n = 30k—7 for nagot k € Z.
Mojliga k ges av villkoret 107n = 1 (mod 40), dvs 30 - 107k = 3210k = 10k =1+ 7- 107 =
750 = 30 (mod 40), sa k = 3 (mod 4) och k = 3 +4i, n = 90 4 120i — 7 = 83 4 120¢ for
godtyckligt ¢+ € N.

Svar: Mojliga ar n = 83 + 120z, ¢ = 0,1,2,... Minsta mdjliga ar n = 83.

9) Vi har 7(1)=7, n(2)=10, 7(3)=9, n(4)=2, n(5)=5, 7(6)=8, 7(7)=1,

m(8)=6, m(9)=3, 7(10)=4.

a) Pa cykelform: 7 = (17)(2104)(39)(5) (68), ty n(1) =7, n(7) =1 etc. Ordningen for
en permutation (den lagsta positiva potensen av den som &r identitetspermutationen) ar
minsta gemensamma multipeln av cyklernas lingder, dvs o(7) = mgm(2,3,2,1,2) = 6.
Svar: w ar pa cykelform (17) (2104) (39) (5) (68). Dess ordning ar 6.

b) oro~1is cykelform dr (o(1) o (7)) (o(2) a(10) o (4)) (a(3) 7(9)) (o(5)) (¢(6) o(8)), ty o1
tar t.ex. o(1) till 1, som 7 tar till 7, som o tar till o(7) osv.

Svar: omo—? &r (o(1) o(7)) (o(2) o(10) 2(4)) (2(3) 2(9)) ((5)) (2(6) 7 (8))-

¢) o kommuterar med 7 precis om owo ™t = 7, dvs om cykelformerna i svaren ovan &r lika.
Cykeln (0(2) 0(10) 0(4)) maste d& vara samma som (2104) och ¢(2) kan vara 2, 10 eller 4.
0(10) och o(4) bestdms entydigt av valet av ¢(2). 3 mdojligheter.

Cykeln (0(1) o(7)) maste vara en av (17), (39) och (68), sa o(1) kan vara 1, 7, 3, 9, 6 eller
8. o(7) bestams entydigt av valet av o(1). 6 mojligheter.

Cykeln (¢(3) 0(9)) maste da vara en av de tva aterstaende 2-cyklerna, sa o(3) kan ta ett av
4 virden. o(9) bestdms entydigt av valet av ¢(3). 4 mdjligheter.

Cykeln (0(6) 0(8)) maste da vara den aterstaende 2-cykeln, sa o(6) kan ta ett av 2 vérden.
o(8) bestams entydigt av valet av o(6). 2 maojligheter.

o(5) maste vara 5 (den enda 1-cykeln).

Multiplikationsprincipen ger det sokta antalet som 3-6 -4 -2 = 144.

Svar: 144 olika o € S1¢9 kommuterar med det givna .

10) G ér en dndlig grupp. H, K och L &r delgrupper till G.

a) HN K # @, ty identiteten I tillhér bada. z,y € HNK = (z,y € H och x,y € K) =
(xry € H ochzy € K) = xzy € HN K. Eftersom G, och ddrmed H N K, ar &ndlig, ger en
kéand sats att H N K ar en delgrupp till G. Saken &r klar.

b) Med G = (Zg,+) och H = {0,2,4}, K = {0,3} & H, K delgrupper till G, men inte
HUK ={0,2,3,4},ty 2,3€ HUK, men 2+ 3=5¢ HU K. Saken &r klar.

c) Enligt a) & H N K och L delgrupper till G, sa enligt a) igen &r H N K N L ocksa det.
Den &r alltsa delgrupp till alla grupperna H, K, L, HN K, HN L, K N L. Enligt Lagranges
sats ar H N K N L:s ordning en delare till alla dessa gruppers ordningar.

Enligt satsen om inklusion och exklusion &r |[HUKUL| = |H|+ |K|+|L| - (|HN K|+ |HN
L|+|KNL|)+ |HNKANL| och eftersom alla termer i HL &r delbara med |H N K N L|, ar
ocksa VL det. Saken ar klar.



