(SF1662 Diskret matte, vt15: F25, ti 19 maj 2015)

Nagra problem som repetition (de inom [] hanns inte med pa foreldsningen):

1. Pa hur manga satt kan fem byar forenas med vagar sa att ingen by ar isol-
erad?
Dvs hur manga olika grafer med fem (sérskiljbara) horn och inget
isolerat horn finns det?
Principen om inklusion och exklusion ger det sokta antalet som
5 4 3 5—k
2(2) —5. 2(2) + (g)Q(z) — ... = ZZ:O(_l)k@)Q( 2") —
=20-5.260410-23-10-2' +5-20—1.2° = 768.
2. Finn alla z € Z sa att p(z) = 2° — 22 + 42+ 1 =0 (mod 125).
[dé: =5 = =5 om @ > j, sa borja (mod 5) och finn z = +1 + 5k,
anvind i ekv (mod 25) och fa © = —6 4 251 etc.
Svaret blir: alla * = 94 (mod 125).

[3.] Lat grafen G ha det kromatiska polynomet Pg(A). Pa hur manga sétt
kan G hornfiargas med exakt A farger, dvs sa att varje farg anvinds?

Kalla (tillfalligt) det sokta antalet Qa(A). Svaret ar

Qa(N) = >0 _o (=1 () Pa(X — ) = X0y (=1)* " (}) Pa(r),
vilket visas med principen om inklusion och exklusion.
Alternativt, fran (den enklare) Py(\) = Y20, (1) Qq(r) med
binomialinversion for talfljder (ay,...,a,), (bo,...,by),

b =30 (Mar, k=0,..n & ap =" (=1 (M)b,, k=0,....n.
4. Lat p och ¢ vara primtal sa att ¢ | 2?7 — 1. Visa att ¢ > p.

2P =11 Z sa O(2> P (p primtal ju) (Zq AN {0}, '), av OI‘dIliIlg qg—1.
Man far p | (g — 1), speciellt ¢ > p.
[5.] Visa att det finns ett r € Z, sa att 4711 | 731731 ...731.
—_—

r st 731
Postfacksprincipen pa 0, 731, 731731,... (mod 4711) (4712 st).

Anvénd att sgd(4711,10) = 1.

6. Visa att grafen G = (V, E), valenser §(v) for v € V| har minst
Y vev FCES! ) ;- oberoende horn (dvs sadana att inga av dem dr grannar).

Induktion 6ver antalet hoérn, |V|, i G.

I steget, tag forst vg € V med §(vg) minimal och V' =V 'V, dar
Vo = {Uo} U {U eV ’ {Uo, ’U} € E} (vo och dess grannar).

Da ar EUEVO 1+1 < (6(vo) + 1>5(u01)+1 Loch 3 ey 5 vl)—i- =
D eV 57 v)+1’ dar 8 (v) ar v(e V'):s valens som horn i G' = (V/, E)
(E'=f{ec E|eCV'}).

I G’ finns n oberoende hérn, n > . = OS] )+1 (induktion).

Med vy blir de n—+1st oberoende hérn i G och ZUEV W =

= ZUEVO +1 + ZveV’ +1 <1+ ZveV’ 6’(v)+1 <l+n.
[7]. Tartan (= ex 13**, 6vn 6).

Det ar nog roligast att klura ut 16sningen sjalv, men om n = 6 blir
den brun igen forsta gangen efter 84 vandningar.




8a. Visa att om de 52 korten i en kortlek delas upp i 13 hogar med 4 kort i
varje, ar det mojligt att vélja ett kort ur varje hog sa att det blir precis ett
kort av varje valor.
[b.] Visa att man kan dra ett kort slumpméssigt ur en av hégarna och kom-
plettera med ett kort var ur de 6vriga hogarna, sa att det anda blir 13 olika
valorer.

Halls sats pa G = (XUY, E) med X = {hogarna}, Y = {valorerna}

och kanter fran varje hog till dess ingaende valorer.

I b. betraktas grafen av de aterstaende 12 hégarna och 12 valérerna.

k st av de hogarna innehaller minst £ av de valorerna (hogst 3 kort av

den redan dragna valoren).
9. Namnen i ladorna (= ex 6™, dvn 8).

Fundera sjalv, men det har med permutationer och deras cykel-
struktur att gora.

[10.] Hur manga vésentligt olika fargningar med hogst k farger av kanterna
i en ikosaeder finns det?
Som det andra exemplet pa sid. 7 i bladen om gruppverkan, men
med kanter. Svaret blir 4 (k% + 1556 + 20%'0 + 24k°).
For k = 2 blir det 17912448 olika fargningar.
[11.] Bioplatserna (= ex 6™, 6vn 7).
Vilka platser kan vara lediga? Vilken av dem ar mest sannolik?
. 1 k-
Svaren ar ; och 7.
12. Kortkonsten (= ex 14**, 6vn 12).

Avslojas inte har, men postfacksprincipen, modular aritmetik och
permutationer kommer in.



