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Om gruppers verkan p̊a mängder

Definition: Gruppen G verkar p̊a mängden X omm det finns ϕ : G×X → X
med

{
ϕ(g, ϕ(h, x)) = ϕ(gh, x) för alla g, h ∈ G, x ∈ X

ϕ(1, x) = x för alla x ∈ X (1 är identitetselementet i G).

Oftare skriver man gx (eller g(x)) i stället för ϕ(g, x). D̊a gäller{
(gh)x = g(hx) för alla g, h ∈ G, x ∈ X

1x = x för alla x ∈ X (1 är identitetselementet i G)

Varje g ger en bijektion X → X (dvs en permutation av X).

Definitioner: Om G verkar p̊a X och x ∈ X är

stabilisatorn för x: Gx = {g ∈ G | gx = x} (en delgrupp till G),

medan (se upp med beteckningen!)

banan för x är Gx = {gx | g ∈ G} (en delmängd till X).

Banorna ger en partition av X (svarande mot ekvivalensrelationen ∼ definierad av

x ∼ y omm det finns g ∈ G s̊a att y = gx).

Vi l̊ater ocks̊a Gx→y = {g ∈ G | gx = y} (s̊a Gx = Gx→x) och f̊ar

Sats: Om h ∈ Gx→y gäller Gx→y = hGx = Gyh (höger- och vänstersidoklass till olika

delgrupper), s̊a

|Gx→y| =

{
|Gx| = |Gy| om y ∈ Gx

0 annars.

Eftersom G =
⋃

y∈GxGx→y och Gx→y ∩Gx→z = ∅ om y 6= z (dvs Gx→y för y ∈ Gx

ger en partition av G) gäller

Sats: Om G är en ändlig grupp som verkar p̊a X, gäller för alla x ∈ X att

|G| = |Gx| · |Gx|.

Sats (”Burnsides lemma”): Om G verkar p̊a X är antalet banor

1

|G|
∑
g∈G

|Xg|, där Xg = {x ∈ X | gx = x}.

Om G verkar p̊a M verkar den ocks̊a p̊a CM = {f : M → C}, mängden
av C-värda funktioner p̊a M , enligt (gf)(m) = f(g−1m). Om C är en
mängd färger är CM mängden av färgningar av M och banorna svarar mot de
”väsentligt olika” färgningarna (dvs s̊adana som inte kan överföras i varandra med n̊agot

g ∈ G).

T.ex. f̊as antalet färgningar av kubens sidor med (högst) k färger:
1
24

(k6 + 3k4 + 12k3 + 8k2)

(för var och en av kubens 24 rotationssymmetrier bestäms hur många färgningar som är oförändrade,

det blir samma antal för alla konjugerade element).


