(SF1662 Diskret matte, vt15: F18, on 15 april 2015)

Mer om faktorisering

Entydig faktorisering bevisas for vissa ringar (i stort sett) som for de naturliga
talen N.

Lat R vara en kommutativ ring. Vi betraktar sarskilt: heltalen Z, de gaus-
siska heltalen Z[i| (alla komplexa tal med bade real- och imaginérdel heltal)
och polynom F[z] med koefficienter i en kropp F (t.ex. Q, R, C eller Z, (»
ett primtal)).

Definition: u € R &r en enhet (eng. unit) omm w &r inverterbart i R.
Méngden U(R) av enheter dr en grupp under -.

I Z ar enheterna +1, i Z[i] ar de +1, i och i F[z] nolltegradspolynomen utom 0, dvs element # 01 F'.

Definition: For d, m € R kallas d en delare till m, skrivet d | m omm det
finns ¢ € R sa att m = qd.

Tva element x, y € R som &r delare till varandra, x | y och y | z, kallas as-
socierade element. Det ar de precis om z = uy (och didrmed y = u'x) for
en enhet w.

Definition: For z, y € R &r en storsta gemensam delare, sgd (eng. ged),
till z och y ett d € R sa att
1) d | x, d | Yy gemensam delare
i) c|lx,cly=c|d 7storst”
Tva sgd:er till z, y ar alltid associerade och element som &r associerade till en sgd &r ocksa en sgd.
Definition: 7 € R ér ett irreducibelt element i R omm

m=2x-y med x, y € R medfor att precis en av x och y ar en enhet.

7 ar alltsa ett irreducibelt element precis om det inte ar en enhet och alla dess
delare ar enheter eller associerade till 7.
1 Z &r de irreducibla elementen alla +p, p primtal. Irreducibla element i Z[7] kallas ” gaussiska primtal”.
Definition: v ar en euklidisk valuation pa R omm
1. v(s) e Nfor s € R~ {0}, v(0) = —o0.
2. Forallas,de R,d+#0, finns ¢, r € Rsa att s =qd +r, v(r) <v(d).
3. For alla s, t € R~ {0} géller v(s) < v(st).
Om R har en euklidisk valuation v har R inga nolldelare (dvs st =0 = s =0
eller t = 0) och v(s) = v(t) om s, t ar associerade, v(s) < v(t) om s | t och
s, t inte ar associerade.
For vara exempelringar: v(0) = —oo och for andra n i Z v(n) = |n|, i
Zli] v(n) =|n|* och i F[z] v(n) = graden for polynomet n.

Lat nu R vara en ring med en euklidisk valuation, en euklidisk ring.

Euklides algoritm fungerar i R som for heltalen och visar att for s,t € R
existerar en sgd d och den kan skrivas d = as + bt for nagra a, b € R.

Sats: For d, s, t € R géller att d | st, sgd(d, s) € U(R) ger att d | t.

Sats (entydig faktorisering i euklidiska ringar):

Varje s # 0 i R ar associerat med en produkt av irreducibla element i R.
Ingaende irreducibla element ar entydigt bestdmda av s, sandr som ordningen
och faktorer som ar enheter (dvs de irreducibla elementen kan kastas om och
bytas ut mot associerade element (som ju ocksa &r irreducibla)).



Varje gaussiskt primtal ar associerat med precis en av:

o1+

e p, ett (vanligt) primtal som &r = 3 (mod 4)

e a+bi, a> +V* = p, ett (vanligt) primtal som ar = 1 (mod 4)
For att faktorisera ett (mattligt stort) gaussiskt heltal z, berikna |z|? = 22
och primfaktorisera (reellt) produkten. Om en gaussisk primfaktorisering av
Z r 2 = g103 . . . g, kan man kinna igen |g;|* bland primfaktorerna till |z|?.

Foljande hanns inte pa foreldsningen. En del av det tas upp néista gang.

Det &r inte alltid 14tt att faktorisera ett polynom i F[x].
Om det har ett nollstalle kan man anvanda
Faktorsatsen: Polynomet f(z) € F[x] har en forstagradsfaktor (x — a) omm

f(a) = 0.
De irreducibla polynomen i C[z] &r precis forstagradspolynomen.

De irreducibla polynomen i R[z] &r precis forstagradspolynomen och de andra-
gradspolynom som saknar reella nollstéllen.

De irreducibla polynomen i Q[z] ar inte latta att beskriva. En del hittas med:

Gauss lemma: Om f(z) € Z[z| &r reducibelt i Q[z] &r det ocksa reducibelt
i Z[x], med associerade faktorer.
(Men det finns polynom som &ar reducibla i Z[z] och irreducibla i Q[z], t.ex. f(z) = 2x.)

Eisensteins kriterium: f(z) = a,2" + a, 12"' + ... + a1z + ag i Z[z] &r
irreducibelt om det for nagot primtal p géller att p | ag, p | a1,..., p | an_1,
men p 1 a,, p* { ao.

[ Z[z] (sa i Q[z]) finns alltsa irreducibla polynom av godtyckligt hog grad.

Ocksa i Zy[x] finns irreducibla polynom av godtyckligt hog grad (men Eisen-
steins kriterium kan inte tillampas).



