(SF1662 Diskret matte, vt15: F3, ti 27 jan 2015)
Den linjira diofantiska (dvs vi soker heltalslosningar x,y) ekvationen
mx +ny = c m,n, ¢ heltal

ar 16sbar omm sgd(m, n) | c.

Om villkoret &r uppfyllt, inte m = n = 0, och d = sgd(m,n) = am + bn med

a, b heltal ges alla losningar till ekvationen av
r=%5a+q%
y=35b—q',

(Om m =n =0 ar sgd(m,n) = 0 och ekvationen ar losbar omm ¢ = 0, med losningar alla z, y.)

q godtyckligt heltal.

Den "normala” metoden for att 16sa en sadan ekvation &ar att gora som i beviset for satsen, dvs
bestdmma sgd(m,n) = d (med Euklides algoritm), dividera ekvationen med d, uttrycka 1 som en
linjarkombination av (den nya) ekvationens koefficienter och multiplicera med dess hogerled for att
fa en heltalslosning. Eulers metod (inte behandlad i boken) tar med hogerledet fran bérjan och
leder i allménhet till mindre tal i den forsta losningen.

Ség t.ex. att vi soker alla heltalslosningar till ekvationen 108z + 33y = 78.

Euklides algoritm: 108 =3-33+49, 33=3-946, 9=1-6+3, 6 =2-340, sa d = sgd(108, 33) = 3.
Division med d ger den ekvivalenta ekvationen 36z + 11y = 26, dar sgd(36,11) = 1.

”Normala” metoden:

Fran ovan: 36 =3-114+3, 11 =3-342,3=1-2+1, (2=2-1+40) och "bakldnges” ger det
1=3-2=3-(11-3-3)=-114+4-3=-11+4(36 —3-11) =4-36 — 13 - 11.

Multiplikation med 26 ger att xo =426 = 104, yo = (—13) - 26 = —338 16ser ekvationen.

Om z, y loser ekvationen blir 36(z —zo) +11(y —yo) = 26 — 26 = 0, sa 36(x —x0) = —11(y —yo) och
11 | (& — zo) (ty sgd(11,36) = 1), z = xo + 11k, k ett heltal. Det ger y — yo = —36k och inséttning
visar att dessa x,y ocksa loser ekvationen for alla heltal k.

Eulers metod:

Lés ut den obekanta med (till beloppet) ligst koefficient: y = 26 — 352 — 2 _ 35 4 423z,

4131 ar heltal, sa& omm =z, z heltal med 3z + 11z = 4, dvs

T = % — % =1-32z+ 1_322, S& omm z,u = % heltal, dvs omm z,u ar heltal med 2z + 3u = 1,

x,y ar en heltalslésning omm = och z =

dvs z = —u+ 1_7“, sa omm u, k = I_T“ heltal, s& v = 1 — 2k, dar k ar ett godtyckligt heltal.
Inséttning ger z = —(1 — 2k) + w =—-143k,z=1-3(-1+3k)+ w =5—-11k
och y =2 —3(5 — 11k) + 222G = 14 4 36k,

Béada metoderna ger samma 16sningar (med olika k, knormal = —KkEuler — 9).

Aritmetikens fundamentalsats:

Varje heltal > 1 kan pa ett entydigt (bortsett fran ordningen) sitt uttryckas
som en produkt av primtal. (1 &r ”den tomma produkten”.)

En vésentlig grund for beviset for satsen dr mojligheten till division med en rest som ar
”mindre” dn divisorn. Senare ska vi se att motsvarande metod kan anvéndas for att visa (sa
gott som) entydig faktorisering for polynom och for gaussiska heltal.

Om m = pj'...pJ* och n = pit ... pi¥, dir p;ma ir olika primtal dr
Sgd(m, n) _ prlnin(s1,t1) B 'pmin(sk,tk)
max(sy,t max(sg,t
mgm(m, n) = p" (s1 1)~"pk; (shst)

Det ger vart tidigare resultat (da m,n > 0)

sgd(m,n) - mgm(m,n) =m - n.

Sats (Euklides): Det finns oéndligt manga primtal.

Visades med ett motsédgelsebevis: Om pq, po,...,px vore alla primtal skulle
talet p; - pa - ... - py + 1 inte vara delbart med nagot primtal.

Det géller t.o.m. att 7> = 00", men det visade vi inte.
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