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Om gruppers verkan pa mangder

Definition: Gruppen G verkar pa mangden X omm det finns p: G x X — X

med ©(g,0(h,x)) = p(gh,x) for alla g,h € G, v € X
go(l, x) =z for alla € X (1 4r identitetselementet i G).

Flera av de grupper vi studerat har som element funktioner pa nagon méangd
och sammansattning av dessa funktioner som operation, t.ex. Ga, Go, S,. 1
de fallen ges den "naturliga” verkan av G pa X av elementens definition, t.ex.
for me S, och x € X ={1,2,...,n} att p(7,z) = 7(z).

Om G verkar pa X skriver man oftast gx (eller g(z)) i stéllet for ¢(g,z). Da
galler (gh)x = g(hx) for alla g,h € G, x € X
lez =z for alla x € X (1 &r identitetselementet, i G)

Varje g ger en bijektion X — X (dvs en permutation av X).

Definitioner: Om G verkar pa X och z € X ar

stabilisatorn for 2: G, = {g € G | gx = x} (en delgrupp till G),
medan (se upp med beteckningen!)

banan for z &r Gx = {gx | g € G} (en delmiingd till X).

Banorna ger en partition av X (svarande mot ekvivalensrelationen ~ definierad av
z~y omm detfinns g € G sa att y = gx).
Vi definierar ocksa G, = {g € G | g = y} (s4 G» = G.—.) och far
ats: m — aller G,_,, = r = oger- och vanstersidoklass till olika
Sats: Om h € G, galler G, = hG, = G h (n h doklass till olik
del sa
elgrupper), G| = |G, omy € Gz
Gamy| =
0 annars.

Eftersom G = UyEGx Gyoyoch Gy NGy, = @ om y # 2 (dvs Goy for y € Gz
ger en partition av ) galler

Sats: Om G verkar pa X géller for alla z € X att

|G| = |Ge| - |G|
Antalet banor for G:s verkan pa X (med X, = {z € X | gz = z}):
D wex \G_lgq - ﬁ D sex |Gal = ﬁ Z(gvz)xegx)(l - \_é3| deG [Xgl, 52

Sats ("Burnsides lemma”): Om G verkar pa X &r antalet banor

1
—Z | Xg|, dér X, ={z € X | gv = x}.
|G

geG

Om G verkar pa M verkar den ocksa pa CY = {f : M — C}, mingden
av C-varda funktioner pa M, enligt (gf)(m) = f(g~'m). Om C ar en
mingd farger i&r C™ mingden av firgningar av M och banorna svarar mot de
"vasentligt olika” fargningarna (dvs sidana som inte kan éverforas i varandra med nagot
g €@G).

T.ex. fas antalet fargningar av kubens sidor med k farger:
- (k® + 3k* 4+ 12K® 4 8K?)

(for var och en av kubens 24 rotationssymmetrier bestams hur manga fargningar som &r oforandrade).



