Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks1, 30 januari 2017,
i SF1662 Diskret matematik

1) (For varje delfraga ger ritt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpoangen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste

icke—negativa heltal.) sant | falskt

a) Division av —34567 med —654 ger principal rest —559.
[Nej, den principala resten ar > 0 (och < 654) (den dr 654 — 559 = 95).] ><

b) Om p ér ett primtal, p < m och p { m sa ar p sdkert
inverterbart i Z,,. [Ja, ty sgd(p,m) = 1] ><

c) Om k &r en delare till heltalen m, n, ar k sékert en delare
till sgd(m,n) och mgm(m,n). [Ja, k | sgd(m,n) enligt X
definitionen av sgd, k | m, m | mgm(m,n) ger k | mgm(m,n).]

d) For alla heltal m,n ar sgd(m,n) = sgd(m +n,m — n).
[Nej. Motexempel: m,n udda ger 2 t sgd(m,n), 2 | sgd(m +n,m —n).] ><

e) Om sgd(a,m) = d har ekvationen ax = b i Z,, sékert
precis d losningar. [Nej, det krivs ocksa att d | b.] ><

f) Om ekvationen ax = b &r l9sbar i Z,, &r ekvationen
mx = b sakert losbar i Z,. X

[Ja, de ar losbara omm sgd(a, m) | b respektive sgd(m,a) | b.]

2a) (1p) Vi soker alla heltal ¢ > 2 som uppfyller (1001101)y = (302),.

Losning;:

(1001101)y = 1-2640-2°40-2*+1-23+1-2240-2' +1-2° = 64+8+4+1 = 77.
Villkoret pa t blir alltsa 3-t>+0-t1+2-t" =32 +2 =TT = > =25,sat =5
ar enda mojligheten (inte t = —5, eftersom t > 2).

Svar: Det enda sadana talet ar t = 5.

b) (1p) Vi soker 41 +7-971 i Zy;.

Losning:

[Zy ard ' =3 (ty4-3=12=1iZ11) och 971 =5 (ty 9-5=45=11iZ11).
Vifar4 1 47-91=3+7-5=38=517Z.

Svar: Uttryckets varde ar 5 i Zq;.

c) (1p) Vi vet att sgd(40716,7176) = 156 och s6ker mgm(40 716, 7 176).

Losning:
m-n

sgd(m,n)’

Svar: mgm(40716,7176) = % (= 1872936).

For heltal m,n > 0 & mgm(m,n) = sa




3) Vi soker (a, 1p) multiplikationstabellen for Zg och (b, 2p) a'™ i Zg for alla
a=0,1,2,3,4,5.

Losning;:
a. Zg:s multiplikationstabell finns till hoger. 101 2 3 45
b. 0189 =0, 119 = 1, tydligen (0-0=0,1-1=1 etc.). 0/0 00OO0OO
2:22=2 532 =2.(22)8 =2.(22)" = . =2. 1|01 2 3 4 5
3-3=23,5a3"™ =3.31T88 =3.31"7 = =3, 2/0 240 2 4
4-4=4,824Y8 =4.41T8 = =4 3/0 3 03 0 3
52=1,5a 5™ =5.(52)8 =5.18 =5.1=5. 410 4 2 0 4 2
5/0 54 3 21

1789

Svar a: Se tabellen ovan, b: a = a for alla a i Zg.

4) (3p) Vi soker alla heltal x som uppfyller 2540z = 3048 (mod 1778).

Losning:

2540 =1778 2540 — 1778 = 762 och 3048 =1778 1270, sa 2540z =1778 3048 &

& 7621 =1773 1270 < 7622 — 1778k = 1270 for nagot heltal k.

Euklides algoritm: 1778 = 762 - 2 4 254, 762 = 254 - 3 + 0, vilket ger

sgd(762, 1778) = 254, sa sgd(762,1778) | 1270 = 254 - 5.

Ekvationen ar darfor losbar och ekvivalent med 3z — 7k = 5 (12 =3, 178 = 7).
7T=3-241,sal= 3(—2) - 7(—1), sa (multiplicera med 5) g = —10, kg = —5 ar
en l6sning till ekvationen. Om x, k &r en 10sning ar 3(z — x¢) = 7(k — ko), sa
(sgd(7,3) =1) 7 | (x — x9) och x = 2o+ Tm = —10 + Tm {6r nagot heltal m. Alla
sadana x ger ocksa losningar (med k = —5 + 3m) och genom att lata m = n 4 2
far vi losningarna pa formen x = 4 + 7n, n godtyckligt heltal.

(Alt. Eulers metod: 2540z — 1778k = 3048 < k = x— 14 102221270 "44 2k #r en heltalslésning omm

1778

z och y = 182221270 4y heltal, dvs 1778y — 762z = —1270; x, y heltal, s omm x = 2y + 1 + 224508

sa x,y ar en heltalslésning omm y och z = % ar heltal, dvs 762z — 254y = 508; y, z heltal
omm y =3z —2, z heltal. Det ger x =2y +14+2=232—-2)4+ 14+ 2= -3+ 7z etc.

Alt’: 2540x =1778 3048 &r 254 - 10 - & =254.7 254 - 12 < 10x =7 3x =7 12 =7 5 & x =7 25 =7 4.

Vid det andra <’ forlingdes med 5 (= 371 i Z7).)

Svar: Alla sddana heltal ar x = 4 + 7Tn, n godtyckligt heltal.

5) (3p) Vi soker alla inverterbara element i Zq4 och deras inverser.

Losning:

x i Zy, ar inverterbart omm sgd(z,m) = 1, sa (14 = 2-7) inverterbara &r de

element i Zy4 som inte ar delbara med 2 eller 7, dvs 1, 3, 5, 9, 11, 13.

Inverserna kan bestdmmas med Euklides algoritm (tex. 14=3-4+2,3=2-1+1,

s81=3—-(14—-4-3)=—-14+5-30ch3-5=11iZu, 37" =5), eller genom att finna

3:s potenser: 3! = 3,32 =9,3% =27 =13,3* = 11,3> = 5,3° = 1 och

notera att 3-5 = 3170 = 1,9.11 = 3™ = 1,13-13 = 3 = 1, sa

17'=1,31t=551=391t=11 11"t =9 137t = 13.

Svar: Inverterbara ar 1, 3, 5, 9, 11, 13 och deras inverser ar
11'=1,31=5,5"1=3,9"1=11,11"t =9, 137! = 13.




