Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks5, 16 maj 2016,
i SF1662 Diskret matematik

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p) sant | falskt

a) Tva grafer med samma valenslista (samma antal hérn (noder)

med valens (grad) i for alla i € N) ar sakert isomorfa. X
[Nej. T.ex. Cgs och grafen med tva komponenter Cs &dr inte isomorfa.]

b) Om man fran en cykel i en graf avligsnar en kant,
aterstar en vag i grafen.  [Ja, det blir en stig, som &r en vig.] ><

c) Ensammanhéngande bipartit G = (XUY, E) (xnY = g,

ee E=lenx|=1) med |X|=|Y| &r sikert hamiltonsk. X
[Nej. T.ex. C4 med en kant borttagen ar inte hamiltonsk.]

d) Den duala grafen till en (icke—tom) skog (dvs en graf vars alla

komponenter ir trad) som ritats plant, har precis ett horn. ><
[Ja. En skog saknar cykler, si r = 1 da den ritas plant.]

e) Om grafen G = (V, E) har kromatiskt tal x(G) = 3,

maste |F| > 3. X
[Ja. Om |E| =0 ar x(G) <1, om |E| = 1,2 ar x(G) = 2 (tre fall).]

f) Om en matchning i en graf &r maximal, finns ingen al-

ternerande stig som borjar och slutar i omatchade hérn. | X
[Ja. Med en sadan stig kunde man konstruera en stérre matchning.]

2a) (1p) Vi ska avgéra om grafen G: a b ¢ d e f g h i j k
G med vidstaende granntabell ar e d h baababba
eulersk. f gk i fe i cd i c

h i h f g f
Losning;: k j k k h

Grafen kan ritas som i figuren. Den

b i a h
ar alltsa inte ssammanhéngande och har
saledes ingen eulerkrets, &r inte eulersk. € ¢
d g 7 Ik

Svar: Grafen ar inte eulersk.

b) (1p) Vi soker alla olika (icke-isomorfa) trad med precis 6 horn och deras antal.

Losning;:

Om man i ordning soker trad med maxvalens 2-5 finner man alla mojligheter:

Svar: Det finns 6 olika (icke-isomorfa) sadana trad.

c) (1p) Vi skall definiera det kromatiska talet x(G) for en graf G = (V, E).

Losning:
X(G) ér det minsta n € N, sadant att man kan ”farga” G:s horn med n farger

sa att alla grannar har olika farg, dvs det minsta n € N sadant att det finns
c:V—={L2,....,n} med {z,y} € E = c(x) # c(y)




3) G = (V, E) ar en k-reguljar enkel graf. Vi soker (a, 1p) e (= |E|) uttryckt i
v (= |v]) och k, (b, 1p) sambandet mellan v, k och r, da G dr sammanhéngande
och utan korsande kanter kan dela in en sféryta i  omraden och (¢, 1p) (grafer
isomorfa med) alla méjliga G' (somib) da r = 7.

Losning;:

a. Summan av valenserna ar 2e, sa 2e = v - k, dvs e = %

b. Eulers polyederformel (plan, sammanhiingande graf), v — e + r = 2, ger med
resultatet i a) att v — &2 + 7 =2, sa (k — 2)v = 2(r — 2).

c. m=7ger (k—2)v = 10. Enda sadana k,v € N &r (k,v) =
(12,1),(7,2),(4,5), (3,10). G enkel, k-reguljér ger k < v—1, medan

k=4, v=>5ger att G ar K (inte planir, sa omajlig). Enda aterstaende

vardena ar k = 3, v = 10 och de ar mojliga, se figuren.
Svar a: e = %”, b: (k—2)v = 2(r—2), c: Enda mdjliga enligt figuren.

4) (3p) Vi soker antalet sitt att hornfarga grafen till hoger @

med hogst 5 farger.

Losning:

Om Pg(A) ar grafens kromatiska polynom soker vi Pg(5).

Pg(>\) = ()\ — 2)2PC4 (/\) (ty d& C4 i mitten har fargats har vart och ett av hérnen pa sidorna
A — 2 farger att vélja bland (dess bada grannar har ju sdkert olika farger)).

PC4(/\) = )\(/\ - 1)()\2 -3\ + 3) (A = 1) = XA — 1)(\ — 2) med rekursionsformeln;
AA=1)(A=2)24+1-(A—1)) ’fall for fall”; (A —1)* + (—=1)*(A — 1) enligt formel fran foreldsning).
Det ger Pg(\) = A(A—1)(A—2)%(A2—=3X+3) och Pg(5) = 5-4-32-13 = 2340.
Svar: Antalet sidana fargningar ar 2340.

5) (3p) G = (X UY, E) ér en bipartit graf med | X| = |Y| = 10 och vi vet att
1. alla x € X har 6(x) > 3, 2. hogst 3 st € X har 6(z) < 6,

3. allay € Y har §(y) > 2 och 4. hogst 2 st y € Y har §(y) < 4.

Vi ska avgora om det maste finnas en fullstindig matchning i G.

Losning:

Enligt Halls ("giftermals”)sats finns en fullstdndig matchning omm for varje A C
X géller att |A| < |P(A)|, dar P(A) ={y € Y | {z,y} € E for nagot x € A}.
Om |A| =0 ér (A= och) |A| < |P(A)|(=0).

Om |A] = 1,2,3 ér |P(A)| > 3 enligt 1.

Om |A| = 4,5,6 &r |P(A)| > 6 enligt 2.

Om |A| = 7,8 ir |P(A)| > 8 enligt 4.

Om |A| =9,10 &r |P(A)| = 10 enligt 3.

For alla A C X &r det alltsa sant att |A| < |P(A)|, sa det finns en fullstandig
matchning i G.

Svar: Ja, det maste finnas en fullstindig matchning i G.




