Matematik, KTH

Svar och 1osningsforslag till ks2, 22 februari 2016,
i SF1662 Diskret matematik

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p) sant | falskt
a) Det finns precis tva olika talfljder {a,}°, som upp-
fyller ag = 3 och (an41)* = (a,)* for n =0,1,2, ... X
[Nej, manga fler (|R| st). Varje ai,as,... kan vara antingen 3 eller —3.]
b) For alla méngder A, B & P(AN B) = P(A) N P(B).
[Ja, X C(ANB) & (X CAoch X C B)] X

c) —(A— - B)FE B for atoméira sentenser A, B.
[Ja,—~ (A — - B):1(dvs A — — B :0) bara for tolkningen A : 1, B : 1.] ><

d) Lat & vara en ekvivalensrelation pa méngden X.
Om a,b,c € X uppfyller a£b och a & ¢, sa maste cE b. X

[Ja, symmetri ger c€ a, sa transitivitet ger ¢€ b.]

e) Sammansittning av en injektion f : X — Y och en sur-

jektion g : Y — Z ger sdkert en bijektion gf : X — Z. X
[Nej. Ett motex: X ={1},Y =2 ={1,2},f(1) =1,9 = id/]

f) Det existerar en surjektion f :7Z — Q. [Jadi, Z och Q ér
bada upprékneliga, sa det finns en bijektion, som ju &r en surjektion.] ><

2a) (1p) Vi ska avgora om det ar mojligt att b < ¢ da < &r en partialordning
pa méngden X, a,b,c€ X, a <bocha £ c.

Losning:
Eftersom =< &r en partialordning ar den en transitiv relation, sa a < b, b < ¢
skulle ge a < ¢ (vilket motséger forutsittningarna), sa det kan inte vara sa.

Svar: Nej, det ar inte maojligt att b < c.

2b) (1p) Sokt &r definitionen av att en funktion f : X — Y &r en surjektion.

Losning:
f dr surjektiv omm for varje y € Y finns (minst) ett x € X sadant att y = f(x).

2¢) (1p) Vi skall ange en 6veruppréknelig méngd.

Losning:

Ett standardexempel ar R, de reella talen (bokens. 30). Det gar (enligt Cantors
sats) ocksa bra med P(N) (liksom P(X) for en godtycklig oandlig méngd X).

Svar: T.ex. R eller P(N).




3) Vi skall avgora om relationen R pa X = P(Z), for A, B € X given av
AR B omm |A N B| < oo, ar (a, 1p) reflexiv, (b, 1p) symmetrisk och (c, 1p)
transitiv.

Losning:

a. R &r reflexiv omm AR A, dvs A\ A(= ©) ér dndlig, for alla A € X.
Eftersom |@| = 0 &r R reflexiv.

b. R ar symmetrisk omm AR B = BR A for alla A, B € X, dvs omm A~ B
andlig = B\ A andlig. Om A = @ och B =7 ar A~ B = @ éndlig, men
B~ A =7 oandlig, sa R &r inte symmetrisk.

c. R ar transitiv omm (AR B och BRC)= ARC for alla A,B,C € X.
Men A~ C bestar precis av dels de A-element som varken ligger i B eller C' och
dels de A-element som ligger i B men inte i C' (A~ C = (A~ (BUC))U((ANB)~C,
venndiagram eller boolesk algebra). De forsta ar andligt ménga om |A N B| < o0
(A~ (BUC) C A~ B) och de andra om |[B\ C| < 00 (ANB)~CCB~0), sa R &r
transitiv (ty unionen av tva #ndliga méngder #r dndlig).

Svar: R ar a: reflexiv, b: inte symmetrisk, c: transitiv.

4) (3p) Vi skall med naturlig deduktion visa (AAB) - = C' + C — (B — = A).
Givna harledningsregler: premiss, antagande, DN, AE, Al, —E, —1, =E, —I.

Losning;:
1 (1) (AAB)——-C premiss
2 (2) C antagande (for —1)
3 (3) B antagande (for —1)
4 (4) A antagande (for —1)
34 (5) AAB 43 Al
1,34 (6) —-C 1,5 —E Saken ar Kklar,
1,234 (7)) L 6,2 - E ty ratt slutsats pa rad 10 beror
1,23 (8) —A 4,7 -1 bara av premissen pa rad 1.
1,2 (9) B—-A 38 —I

1 (10) C—=(B——-A4) 29 —I

5) (3p) Vi skall visa 02 — 12422 =324 .. 4 (=1)"n? = (—1)" 22 f5r n € N,

Losning:

Lat P(n) vara pastaendet 02 — 12+ 2% — ... + (=1)"n? = (—1)" @

Vi anvénder matematisk induktion for att visa P(n) for n € N.

Bas: VL, = 02 = 0, HL, = (—1)° 2% = 0, s P(0) &r sann. Basen ér klar.
Steg: Lat k € N och antag P(k). Da ar _
VLt = 02— 124+ (= 1)FR2 4 (= 1)F (k+1)2 = VLp+ (= 1R+ (k41)2"2"
= HLy + (=1 (ke + 1) = (—=1)FEERD 4 (Cq)RHi (k4 1)2 =

— (D + D)=k + (b 1)) = (—1)pr e g

sa P(k+ 1) &r sann om P(k) &r det.

Vi har dérmed visat P(k) = P(k + 1) for alla k € N. Steget ar klart.
Induktionsprincipen ger att P(n) ar sann for alla n € N. Saken ar klar.




