Matematik, KTH
Svar och losningsforslag till ks4, 27 april 2015,

1 SF1662 Diskret matematik

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar ——p
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till narmaste 1cke—negat1va heltal.)

sant | falskt

a) Om det i en grupptabell star 1 (identitetselementet) 1 rad 7,
kolumn j, star det ocksa 1 i rad j, kolumn 1. X
Ja. gigi =1=g; =9; ' = gjg: = 1]

b) Om antalet element i en grupp &r ett primtal ar gruppen
sakert abelsk. [Ja. |G| primtal ger G cyklisk och dérmed abelsk.] ><

c) Om G &r en grupp, |G| = n(e N) och g € G uppfyller
g° = 1 (G:s identitetselement), sa ar sékert gSgd(S ) =1, ><
[Ja, o(g) | s, n, sa o(g) | sgd(s,n) och dérmed g®4(=™) =1

d) Om =z E Z[i] och 61 ar en delare till |z|? (dvs 61’ ER!

maste g7 € Z[1]. X
[Nej, det kan vara si att = € Z[i]. Ex. z =6 — 5i har [2|* = 61.]

e) Om polynomet f(x ) E F [x] (F en kropp) &r reducibelt sa
ar sikert f(a) = 0 for nagot a € F. X

[Nej, teex. f(z) = (2 + x +1)* € Ze[a] reducibelt, f(0) = f(1) = 1]

f) Om en grupp G verkar pa en méngd X géller for alla x €
X att |G$| { |G| (dér Gz &ar banan for z). [Ja, |G| = |G.| - |Gz|.] ><

2a) (1p) Vi skall ange definitionen av att en grupp (G, *) ar cyklisk.

Losning;:

(G, *) ar cyklisk omm det finns (minst) ett g € G sadant att (g) = G.

(Har dr (g) ={¢g" |n€Z}; g =1ochforn € Z; dr g" =g*g*---*goch g7 = (¢-H)™.)
| S

n st

b) (1p) Vi soker x,y € Z; med x? + y* = 18241(= 17 - 29 - 37).

Losning:

z = x + 1y skall uppfylla |z|*> = 18241, sa dess (gaussiska) primfaktorer ar en
vardera av (4 + i), (5 + 2’i> och (6 + Z) (de gaussiska primtal g som har |g|? = 17, 29 resp.
37). z ar alltsa (associerat med) en sadan produkt.

Man finner (4 + 4)(5 + 2:)(6 + i) = (18 + 13i)(6 + i) = 95 + 96i, sa en
lésning ar x = 95,y = 96. (Ovriga 16sningar fas genom att vilja andra tecken i fak-
torerna, (z,y) = (121,60), (135,4), (129, 40) (eller omkastat).)

Svar: Loésningar ar {z,y} = {95,96}, {121,60}, {135,4}, {129,40}.

c) (1p) Vi skall beskriva fermattestet med bas b.

Losning:
For att avgora om N € Z, (1<b< N) ar ett primtal: Ar 8¥~' =1 (mod N)?
Vid svar "nej”: N ar inte ett primtal, vid svar "ja”: vet inte (sikert).




3) (G,x), dir G = {p,q,r,s,t,u}, dr en grupp x|p ¢ r s t w
med 6 element och grupptabellen till hoger. plt r u p s g
Vi skall (a, 1p) avgora vilket element som &r qglu s t q T p
identitetselement, (b, 1p) finna en delgrupp H riqg p s T ou t
med precis tva element och (¢, 1p) finna alla H:s s|p g r st owu
sidoklasser i G. tls uwgqgt pr

ulr t p u q S

Losning;:

a. p*xs = p, sa s maste vara identitetselementet (och sz =z +s = 2 for alla z € G).

b. H kan vara {s,x}, ddr x*x = s,  # S (identitetselementet). Vi tar H = {s, q}.

c. Man finner sx H =g+« H ={s,q}(=H), Hxs=Hx*xq={s,q}(=H),
pxH=rxH={p,r}, Hxp=Hx*xu={p,u},
t«H=uxH={tu}. Hxr=Hxt={rt}

Svar a: s ar identitetselement, b: T.ex. H = {s, q},

c: Va: {s,q}, {p,r}, {t,u}, hé: {s,q}, {p,u}, {r,t}.

4) Visoker (a, 1p) ett udda n bland 81, ...,99 sa att (n,21) kan vara paramet-

rar i ett RSA-system, (b, 1p) ett motsvarande d och (c, 1p) 10%%3 i Z73.
Losning;:
a. n skall vara en produkt av tva olika primtal, n = p - ¢, sadana att

sgd(e,m) =1, ddr m = (p —1)(¢ — 1). Det enda bland de givna som uppfyller
detta med e =21(=3-7)arn =85=05-17 (sam=(5—-1)(17— 1) = 64 = 2°).
b. d bestams av att d - e =, 1. Eftersom m = 64 = 3-21+1,sa 1l =
1-64—3-21=(1—-21)64+ (64 —3)21 = —20-64 + 61 - 21, kan man ta d = 61.
c. Enligt satsen som ligger till grund for RSA géller (eftersom 473 = 11-43) for alla
2 €7 och k € N att zF01-DUE3=D+1 — p420k+1 — 00 g5 108828 — 14202143 —
104202141 0102 =4 10° = 1000 =475 54.
Svar a: Enda mdojliga n ar 85, b: Man kan ta d = 61,

C: 108823 =541 Z473.

5) G = U(Z34), de inverterbara (under -) elementen i (Zg4, +, ). Vi skall finna
(a, 1Ip) G:s ordning, (b, 1p) ordningen o(3) for 3 € G och (c, 1p) o(13).

Losning:

a. G ={z € G |sgd(zr,34) = 1}, sa (34 =2-17) G innehaller alla udda heltal
> 1 och < 33 som inte &r (delbara med) 17. De &r totalt 16 st.

b. 3 € G, sa 0(3) ‘ |G| = 16 (féljer av Lagranges sats). Tankbara varden ar alltsa
1,2,4,8,16. Vi finner 3' = 3,32 =9, 3" =92 =81 =13, 3% = 132 = 169 =
170 — 1= —1 =33, 58 0(3) £ 1, 2, 4, 8. Alltsi o(3) = 16 (si & ar cyklisk).

c. Eftersom 13 = 3" och 0(3) = 16 dr o(13) = 4 (13" #£1, 13> =3 £ 1, 13* =310 — 1)
Svar a: G:s ordning |G| = 16, b: 0(3) = 16, c: 0(13) = 4.




