Matematik, KTH

Svar och 1osningsforslag till ks2, 16 februari 2015,
i SF1662 Diskret matematik

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p) sant | falskt
a) Om f:R — R finns det precis en talfoljd {a,}>>, som
uppfyller a1 = f(a,) forn=0,1,2,... X

[Nej, olika ao ger olika foljder. Basen for rekursionen fattas.]

b) AN (B°NC = (AN B)U(ANC°) ar sant for alla
méingder A, B, C. [Ja, ses t.ex. med venndiagram eller ><
ANB°=ANB, B°NC° = (BUC)®, AN(BUC) = (ANB)U(ANC).]

c) —(AV-B)E AV B for atoméra sentenser A, B, C.
[Ja, = (AV —B) : 1 bara for tolkningen A:0, B:1som ger AV B:1] ><

d) Om < &r en partialordning pa X och a,b,c € X upp-

fyller @ < b men a £ ¢ (dvs inte a < ¢), s& maste ¢ < b. X
[Nej, inte sikert att ¢ < a. Motex: {1} C {1}, {1} € {2}, {2} € {1}.]

e) Om f: X — Y ochg:Y — Z och ssmmansittningen

gf : X — Z ar en bijektion, maste f vara en injektion. X
a, f(z1) = f(z2) = (9f) (1) = (9)(w2) = =1 = 22 ]

f) Om A och B bada ar odndliga méngder, finns det sékert
en bijektion f: A — B. X

[Nej, t.ex. ingen bijektion mellan N och R, se forsta boken s. 30f.]

2a) (1p) Vi avgor om P(A N B) = P(A) \ P(B) for alla méngder A och B.

Losning:

Det géller inte for nagra A, B, ty @ € VL och @ ¢ HL.

A=B=0ger P(ANB) =P(9) = {2} och P(A)\P(B) = {0}~ {g} =2.
Svar: Nej (inte for nagra A, B).

2b) (1p) Sokt &r definitionen av att en binér relation R pa en méngd X &r
transitiv.

Losning:
R kallas transitiv omm for alla z,y, z € X géller (*Ry och yRz) = zRz.

2¢) (1p) Vi soker en mangd X och en funktion f: X — X, dar f ar surjektiv
men inte injektiv.

Losning:

X maste vara oandlig, annars implicerar de tva egenskaperna varandra. Man
kan ta X = N = {0,1,2,...}, de naturliga talen, och lata f ges av f(z) =
max(m -1, O) (dvs f(z) =2 —1 om x # 0, f(0) =0).

f ar surjektiv (f(z+1) = z for alla 2 € N), men inte injektiv (0 # 1, men f(0) = f(1) = 0).
Svar: T.ex. X =N, f(x) = max(x — 1,0).




3) Vi skall avgora om relationen R pa X = P(Z) som for A, B € X ges av
att AR B omm AN B = @ ar (a, 1p) reflexiv, (b, 1p) symmetrisk och (¢, 1p)
transitiv.

Losning;:

a. R ar reflexiv omm AR A, dvs AN A(= A) = @, for alla A € X'. Eftersom
det finns A # @ 1 X ar R inte reflexiv.

b. R &ar symmetrisk omm ARB = BRA for alla A,B € X, dvs omm
ANB=@ = BNA=9. ANnB = BN A for alla mangder A, B, sa R ar
symmetrisk.

c. R ar transitiv omm (AR B och BRC)= ARC for alla A, B,C € X.
Menom A =C # @ och B= @ ar AR B och BRC sanna (ty AnNB = BNC = @)
och AR C falsk (ty AnNC=A4nA=A+#2), sa R ar inte transitiv.

Svar: R ar a: inte reflexiv, b: symmetrisk, c: inte transitiv.

4) (3p) Vi skall med naturlig deduktion visa att (AA B) - A F A — —B.
Givna harledningsregler: premiss, antagande, DN, AE, Al, —E, —1, =E, —l.

Losning:
1 (1) (AANB)— —A premiss
2 (2) A antagande (for —1)
3 (3) B antagande (for 1)
23 (4) ANB 2,3 Al
123 (5) —A 14 —E
1,23 (6) L 52 —-E Saken ar klar,
1,2 (7) —-B 3,6 -l ty ratt slutsats pa rad 8 beror
1 8 A—-B 2,7 =1 bara av premissen pa rad 1.

5) (3p) Vi skall visa att om {a,}>°, uppfyller ay = 0 och a,; = 2a,, + 2"
(forn=0,1,2,...),8a ar a, =n-2" forn =0,1,2,....

Losning;:
Lat P(n) vara pastaendet a,, = n - 2".

Vi anvénder matematisk induktion for att visa P(n) for n € N (= {0,1,2,...}).
givet

Bas: VLp =aqy = 0, HLy=0-2°=0, sa P(0) ar sann. Basen ar klar.
Steg: Lat k € N och antag P(k). Da ar

givet

VDjs1 = Q1 =" 2 ay, + 28+ M (L k) p okl = | kT gkl —

= (k+1) 281 = HL;,, s P(k + 1) ar sann om P(k) ér det.

Vi har dérmed visat P(k) = P(k + 1) for alla k € N. Steget ar klart.
Induktionsprincipen ger att P(n) ar sann for alla n € N. Saken ar klar.




