Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks4, 14 april 2014,
i SF1662 Diskret matematik for CLGYM1, TSVDK2
1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) Om a,b,c € G, en grupp, och ab = bc géller sékert

a"'bec = abc™!. [Ja. a™tbe =a"tab = b, abc™" = bec™ = b.] ><
b) Om H é&r en delgrupp till G och g € G finns sékert
¢ € Gmed gH =Hg'. X

[Nejda. vénstersidoklasser behéver inte vara hogersidoklasser.|

C) Varje ring ar ocksa en kropp. [Nej, men varje kropp ar en ring.
Ringen (Za,+,-) ar inte en kropp (2-2 = 0, si 2 ar inte inverterbart).] ><

d) Om z € Z[i] och |z|* ar ett (reellt) primtal, &r z sikert
ett gaussiskt primtal. X

[Ja. z = 212 skulle ge |z|? = |21]?|22]? och |zx| = 1 ger 2z € U(Z[i]).]

e) Antalet rotationssymmetrier for en kub ar 18.
[Nej, det ar 24 (om z &r ett horn &r |G| = |G| - |Gz| =3 - 8).] ><

f) Ett RSA-system med offentlig nyckel (n,e) = (187,7)

kan ha dekrypteringsparameter d = 13. X
[Nej. m =10-16 = 160, 7- 13 = 91 #,, 1.]

2a) (1p) Vi skall ange definitionen av att en grupp (G, *) ar abelsk.

Losning;:
(G, *) ar abelsk omm g x h = h % g for alla g, h € G.

b) (1p) Vi skall faktorisera 7 + 9i i gaussiska primtal.

Losning:

7+ 9> =7+ 9% =130 = 2-5- 13. 2:an ger att 1 + ¢ ingar i faktoriserin-
gen. Tﬁi = (7+92(17i) = 8 4. 5:an ger att en av 2 4+ ¢ ingar (2% + (+1)% = 5).
S BHE) 1T 8 ¢ 7i], sa 2+ i ingar inte. $H = GHIEH) — 3.4 9
den aterstaende gaussiska primfaktorn (3% + 22 = 13).

Svar: Den s6kta faktoriseringen ar 7 4+ 94 = (1 +¢)(2 — 7)(3 + 27).

c) (1p) Vi soker alla a € Zs som gor f(x) = 2® + 2x + a € Zs[z] irreducibelt.

Losning:
f(z) ar irreducibelt omm det saknar nollstillen i Zsg (eftersom f(z) har grad 3 ér

det reducibelt omm det har en férstagradsfaktor, sa enligt faktorsatsen omm det har ett nollstélle
i73). f(0) = f(1) = f(2) = a, sa de sdkta virdena ar a = 1,2.
Svar: De sokta vardena ar a = 1, 2.




3) G ={a,b,c,d, f} &aren grupp med 5 element. Viskall — x ‘ a b cd f
(a, 1p) bestdmma o(b), (b, 1p) avgora vilket element a|f d _ _ _
som ar 1 och (c, 1p) fylla i de sju namn som fattasi b |_ a _ _ _

grupptabellens tva forsta rader harintill.

Losning;:
a. o(b) &r (enligt kind sats) en delare till |G| =5. b # 1, ty bx b # b, sa o(b) = 5.
b. Viser att a = b2 f =a?>=0b* d=axb=10® (och b =b'), inget av dem 1
(eftersom o(b) = 5), sa det aterstaende elementet ¢ = 1.

c. Nuvet vinog. axc=axl=a,axd=0C*bB=0V=1=c

ax f=0bxb* =05 =0, *|a bcdf
bxa=bxb*=0"=d bxc=bx1=0, a|/f da cbd
brd=bxb’=bl=fbxf=bxbi=b=1=c g o p f ¢

Darmed ar bada raderna klara.
Svar a: o(b) =5, b: ¢ =1, c: Se ovan.

4) Vi soker de minsta icke-negativa resterna da 24'%° divideras med (a, 2p) 17
och (b, 1p) 21.

Losning:

a. Den sokta resten ar det minsta icke-negativa heltal som ar =;; 24!%0. Efter-
som 17 &r ett primtal och 17 { 24 ger Fermats lilla sats att 24 =; 1, sa
24100 =, (2416)6. 241 =1, 16 . 71 =17 (=2)? =4 (ty 24 =17 7 och 7> = 49 =7 —2).

b. Eftersom 21 = 3 -7, diar 3 och 7 ar primtal, kan vi anvinda satsen som
ligger till grund for RSA-kryptering. n =21 =3-7 ger m = 2-6 = 12, sa
4R 124l =, 3F12+L =, 3 for alla k € N. Det ger 24100 =,, 3812+1.33 =, 3% =
81 =91 18.

Svar a: Resten blir 4, b: Resten blir 18.

5) Vi skall (a, 1p) finna elementen i G = U(Z3), (b, 1p) stabilisatorn G5 och
banan G2 da G verkar pa X = Z;, med multiplikation och (¢, 1p) alla banor
for G:s verkan pa X.

Losning:

a. v € G sgd(r,12) =1,sa G = {1,5,7,11}.

b. 1-2=2,5-2=10,7-2 = 2,11-2 = 10, sa man far stabilisatorn
Gy ={g9g€ G|g2=2} ={1,7} och banan G2 = {g2 | g € G} = {2,10}.

c. Banorna fas som i b: GO = {0}, G1 = G5 = G7 = G11 ={1,5,7,11},

G2 = G10 = {2,10}, G3 = G9 = {3,9}, G4 = GS = {4,8}, G6 = {6}.

Svar a: G = {1,5,7,11}, b: G, = {1,7}, G2 = {2,10}

Banorna ar {0}, {1,5,7,11}, {2, 10}, {3,9}, {4,8}, {6}.




