Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks3, 24 mars 2014,
i SF1662 Diskret matematik for CLGYM1, TSVDK2

1) (For varje delfraga ger ritt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till nirmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) Om man singlar ett (arligt) mynt fem ganger, ar sanno-
likheten i1 att antalet "klave” #r ett primtal. X
. .16, s 5 5 1 21
[Nej, den ér 55((3) + (3) + (3)) = 55 (10+ 10+ 1) = 23]
b) 5 olika bocker kan fordelas bland 3 olika personer, sa att
ingen blir utan bok, pa precis 150 sétt. [Ja. Surjektioner, si | X
31-8(5,3) = 6-25. S(5,3) fas med rekursionen eller som (3) + 3 (231)]

c) Tre olika personer kan vilja varsin bland fem olika
bocker pa precis 60 sitt. [Ja. Injektioner, s& (5)3 = 5-4-3 = 60.] X

d) Antalet "ord” som kan bildas genom att kasta om
bokstéaverna i ordet ’ABRAKADABRA” ir 145 X

451"
[Ja, multinomialtalet (572}11’172) = s = 2ai (= 83160).]

e) Omm, o € S, ar udda permutationer, maste owo~! vara
en jamn permutation. [Nej, den #r liksom 7 udda. or &r jamn.] X

f) Antalet m € S (permutationer av {1,2,...,9}) som tar jimna
tal till jamna tal dr 5 - 242, [Ja. Jimna till jimna, 4! olika. X
Udda till udda, 5! olika. Totalt 4! - 5! = 5- (41)2 = 5 - 24%(= 2880).]

2a) (1p) Vi soker for n € Zy summan (7)) +2(7) +4(5) + ... +2"(7).

Losning;:
Summan ar Y ,_, (’;) 1"*2k vilket enligt binomialsatsen r (1 4 2)" = 3",

Svar: Summan ar 3".

b) (1p) Vi soker antalet sitt att fordela 100 kronor bland 13 personer.

Losning:
Oordnat (identiska kronor) val (bland personerna) med upprepning. Bland 100 + 12
positioner véljs 12 for vaggar mellan personernas formogenheter, kronorna i

. o, . o (1 12 | .
ovriga positioner. Det kan goras pa ( O(i;“ ) = 121'}12601 satt.

Svar: Antalet sitt dr —212 (= 4416 904 685 676 756).

1211000 \

c) (1p) I méngden M (med | M| > 2) av personer ar relationen ”att kénna nagon”
en symmetrisk relation och ingen kanner sig sjalv. Vi skall forklara varfor det
finns tva i M som kénner lika manga (i M).




Losning:

Postfacksprincipen. Med | M| = n ér tillgdngliga varden for antalet en i M
kanner 0,1,...,n — 1, totalt n st. Men om nagon kanner n — 1 st (dvs alla utom
sig sjilv), kan inte en annan kanna 0 st. Det betyder att (da |[M| > 2) hogst ett av
vardena 0 och n—1 kan férekomma och postfacksprincipen ger att tva personer
kanner lika mélnga (antalen for de n i M véljs bland de n — 1 virdena 0/n—1,1,2,...,n—2).
Saken ar klar.

3) (3p) Vi soker antalet monster med alla tre fargerna rott, gult och blatt, da
av totalt 44 monster 16 innehaller rott, 12 gult, 17 blatt, 5 bade rott och gult,
4 bade gult och blatt, 7 bade rétt och blatt, medan 12 monster inte innehaller
nagon av rott, gult och blatt.

Losning:

Vi later X vara méangden av alla monster och R, GG, B méangderna av dem med
rott, gult respektive blatt. Med de givna vardena ger principen om inklusion
och exklusion att 12 = | X N\ (RUGUB)| = | X|— (|R| + |G|+ |B|) + (|RNG| +
|GNB|+|RNB|)—|RNGNB| = 44— (16+12417)+(5+4+7)—|RNGNB| =
15— |RNG N B, sa det sokta |[RNG N B| = 3.

Svar: Precis 3 av monstren innehdller alla de tre fargerna.

123456 1 23456
4) (a,2p) m,0 € Sg ges av T = 546 1 92 3}0 [4 296 5 1
Vi soker 7 och mo =t i cykelform. (b, 1p) 7 € Sg gesav T = 123456
. . . 34 x 2 y 1
Vi soker x och y sa att 7 ar en udda permutation.
Losning;:
a) (1) =5, n(5) = 2, 7T(2) 4,... geri cykelfor (1524)(36).

Pss. o = (146) 23)(5)7 (cyklerna baklanges) 0~ (164)( )( ) Det ger
ot =(1524)(36)(164)(23)(5) = (134526).

b) x och y maste vara 5 och 6 (i nagon ordning), eftersom 7 &r en bijektion.
x=>5y=6ger 7= (1356)(24), en jamn permutation (ett jamnt antal cykler (2)
av jamn lingd). © = 6,y = b5 ger 7 = (136)(24)(5), en udda permutation (ett
udda antal cykler (1) av jamn lingd). Sa z = 6, y = 5.

Eller som i boken: antalet inversioner i 7:s andra rad skall vara udda etc.

Svar a: m = (1524)(36) och mo~! = (134526), b: x =6, y = 5.

5) Bland 24 elever véljs 17 ut och de fordelas bland 6 idrottsgrenar. Vi soker
antalet sétt det kan ske (a, 2p) utan andra villkor och (b, 1p) om dessutom
minst en skall delta i héjdhoppet.

Losning;:

I a) kan de 17 viljas pa (f?) satt och var och en kan delta i en av 6 grenar,
totalt 67 mojligheter. Totalt (multiplikationsprincipen) G;l) 617 = 13,4', 617 sitt.
I b) skall vi ta bort de fordelningar da ingen deltar i héjdhoppet, dvs da de
f(;zdelas pa E)fra 5 grenar, sa (37) - 517 :% - 517 stycken. Det blir alltsa
(37) - 6" — (12) - 517 = 25(6'" — 5'7) mgjligheter.

Svar a: 2 . 617(= 5 858 384 540 460 908 544) siitt,

b: 22(6'7 — 517)(= 5594 328 143 976 533 544) siitt.




