Matematik, KTH

Svar och 1osningsforslag till ks2, 17 februari 2014,
i SF1662 Diskret matematik for CLGYM1, TSVDK2

]_) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar f%p) sant | falskt
a) Omay =4, apy1 = 2(a, +1) for n =0,1,2,..., giller
a, =1 (mod 3) for n =0,1,2,... [Jada. Induktion.] X
b) (ANB)U(BNC)=(AUB)~ (BNC) ér sant for alla
méangder A, B, C. [Ja, ses t.ex. med venndiagram.] ><
c) (AANB)VCE A— B for atoméra sentenser A, B, C.
[Nej, tolkningen A,C : 1, B:0ger (AANB)VC:1, A— B:0] ><

d) (zRy och zRy) = zRax giller sikert for alla z,y,z € X

om R &r en ekvivalensrelation pa X. X
[Ja, det foljer av att R &r symmetrisk och transitiv.]

e) Om f: X — Y uppfyller z; = 29 = f(21) = f(22) for
alla x1, 29 € X ar den sikert injektiv. [Nej, borde sta «<.] X

f) Maingden av positiva reella tal och méngden av ra-

tionella tal har samma kardinalitet, dvs |R;| = |Q]. X
[Nej, R4 6veruppraknelig, Q uppréknelig, sa ingen bijektion mellan.|

2a) (1p) Vi soker [ANB|, [P(A)NB|, [ANP(B)| da A = {1,2,2}, B = {2, A}.

Losning:
ANB={2}, P(A)N B ={A}, ANP(B) = {D} (och P(A) NP(B) = {2,{2}}), sa
Svar: |[ANB|=|P(A)NB|=|ANP(B)|l =1.

2b) (1p) Vi soker en binér relation R pa Z sadan att R &r reflexiv och tran-
sitiv, men inte symmetrisk.

Losning:

Varje partialordning R som inte ar symmetrisk gar bra. Ett enkelt val ar
R = <. Da ar R reflexiv (z < z for alla 2 € Z), transitiv ((z <y och y < z) = z < z for
alla z,y,z € Z) och inte symmetrisk (x<y=»y<azforalazycZ, eftersom 0 <1,1«£0).

Svar: T.ex. R = <. (> gar lika bra.)

2¢) (1p) Vi soker en méangd X och en funktion f: X — X, dér f &r injektiv
men inte surjektiv.

Losning;:

X maste vara oandlig, annars implicerar de tva egenskaperna varandra. Man
kan ta X = N ={0,1,2,...}, de naturliga talen, och f given av f(z) = =+ 1.
f ar injektiv (f(z1) = f(x2) = z1 = x2), men inte surjektiv (f(z) # 0 for alla z € X).

Svar: T.ex. X =N, f(x) =« + 1.




3) f: X = X och R ges av xRy omm y = f(x). Vi sdker villkoren pa f for
att R skall vara (a, 1p) reflexiv, (b, 1p) symmetrisk och (c, 1p) transitiv.

Losning:

a. R ar reflexiv omm xRz for alla x € X, men 2Ry omm y = f(z), sa
x = f(x) for alla x € X, dvs f = idx (identitetsfunktionen pa X).

b. R ar symmetrisk omm =Ry = yRz for alla z,y € X, dvs omm y = f(x) =
r=f(y),dvsy = f(z) &z = f(y) for alla z,y € X, dvs omm f = f~1,

c. R &r transitiv omm (zRy och yRz) = xRz for alla z,y,z € X, dvs
omm (y = f(z)och z = f(y)) = z = f(x) for alla z,y,2z € X, dvs omm
z= f(f(x)) = z = f(z) for alla z,z € X, dvs omm f(f(x)) = f(x) for alla
x € X, dvs f = ff, sammansattningen av f med sig sjilv. (Detta kallas att f ar

en idempotent funktion.)

Svar: Villkoren ar a: f =idx, b: f=f"1,¢c: f=ff.

4) (3p) Vi skall med naturlig deduktion visa att (A — B) A (A — =B) F —A.
Givna harledningsregler: premiss, antagande, DN, AE, Al, —E, —1, =E, —l.

Losning:
1 (1) (A— B)A(A— —B) premiss Saken ar klar,
2 (2) A antagande ty slutsatsen pa rad 8 beror
1 3 A—B 1 AE bara av premissen.
12 (4) B 32 —E
1 (5) A—>-B 1 AE
1,2 (6) —B 52 —EB
12 (7) L 6,4 —E
1 (8) —A 2,7 I

5) (3p) Vi skall visa 12+ 3%+ ...+ (2n — 1)? = 2Cr=DCHD g5 — 19,3,

Losning:

Lat P(n) vara pastaendet 12+ 3% +...+ (2n — 1)? = M.

Vi anvander matematisk induktion for att visa P(n) for n E Z,(={1,2,3,...}).
Bas: VL, = 12 =1, HL, = X20C*) — 1 o4 P(1) ér sann. Basen ir Klar.

3
Steg: Lat k € Z, och antag P(k). Da &r

Ve = 12+32+ ...+ 2k — 12 + 2k + 1)2 = VL + (2k + 1)2 "2
HLy + (2k + 1)% = B2E2UCHD 4 9 1 1)2 = 2L (k2% — 1) 4 3(2k + 1)) =
L (2K — k + 6k + 3) = 25 (2k2 4 5k + 3) och

HLj = GHDEEDERE) 2kl oy 1)(2k+3) = 22 (2k2+5k+3), sa P(k+1).
Vi har darmed v1sat P(k) = P(k+1) for alla k € Z,. Steget ar klart.
Induktionsprincipen ger att P(n) ér sann for alla n € Z,. Saken ar klar.




