Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks1, 3 februari 2014,
i SF1662 Diskret matematik for CLGYM1, TSVDK2

1) (For varje delfraga ger ritt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpoangen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste ickenegativa heltal.)

sant | falskt

a) Om a,b,cér heltal och a | b, ¢ | b géller sékert a+c | 2b.
[Nej, inte alls. T.ex. inte fora=1,b=c=2ellera=b=—c=1|] ><
b) sgd(a,sgd(b,c)) = sgd(sgd(a,b), c) for alla heltal a, b, c.
[Ja, sgd(m,0) = |m|, sgd(m,n) = sgd(|m/|, |n|) och rdkna primfaktorer.] ><

c) sgd(a, mgm(b,c))=sgd(mgm(a,b),c) for alla heltal a, b, c.
[Nejda, a = 1, b = ¢ = 2 ger motexempel.] ><

d) Det finns precis 6 olika z i Z15¢ som uppfyller 48z = 30.
[Nej, eftersom sgd(48,156) = 12 1 30 finns det inget sadant x.] ><

e) For alla x som &r inverterbara i Z,, & m — x ocksa det.
[Ja, eftersom sgd(z, m) = sgd(x — m,m) = sgd(m — z,m) osv.] ><

f) Om a,b ar heltal, p ett primtal och p | ab maste precis
en av p | a och p | b gélla. [Nej, motex. p=a =b= 2] X

2a) (1p) Vi skall skriva (2014)¢ i bas 12.

Losning:

2014 = 167-12+ 10,167 =13-12+ 11,13 =1-124+1,1 =0-12+1, sa
(2014)19 = (11BA)15.

Svar: 2014 skrivs i bas 12 som 11 BA.

b) (1p) Vi soker 162 + 15 - 1471 i Zyg.

Losning:

Eftersom 162 =19 (—=3)> =9 ar 16> = 9 i Zy.

1=4-5= (—4) . (—5) =15-14 1 Zy9, sa 1471 =15 (man kan forstas ocksd anvanda
Euklides algoritm).

Det ger 162 +15-1471 =162 4+ 152 = (—3)2 + (—4)2 =9+16 =061 Zq,.
Svar: 162 +15-14"' =6 i Zqg.

c) (1p) Vi soker alla invererbara element i Zjs.

Losning:

x ar inverterbart i Z,, omm sgd(z,m) = 1, sa eftersom 42 = 2 -3 -7 &r de
inverterbara elementen precis de bland 0, 1, 2, ..., 41 som inte ar delbara med
2,3 eller 7. De ar 1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41. (Jfr uppgift le!)
Svar: Inverterbara ar 1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37 och 41.




3) Vi skall (a, 1p) avgora om 19, 671 och 1376 &r inverterbara i Zsg14 och (b,
2p) finna 50371 i Zogys.

Losning;:

a. x ar inverterbart i Z,, omm sgd(x, m) = 1, sa eftersom 2014 = 106 - 19 (sa
sgd(19,2014) = 19 # 1), 2014 = 3- 671 + 1 (sa sgd(671,2014) = 1) och 2 | 1376, 2 | 2014
(sa sgd(1376,2014) # 1) ar 671 inverterbart i Zsog14, medan 19 och 1376 inte ar det.
Euklides algoritm: 2014 =4-503+2, 503 =251-2+1,sa 1 =503 —251-2 =
503 — 251(2014 — 4 - 503) = —251 - 2014 + 1005 - 503 och 50371 = 1005 i Zag14.
Svar a: 671 ar inverterbart i Zsg914, men det ar varken 19 eller 1376,

b: 503_1 = 1005 i Z2014.

4) Vi soker (a, 1p) sgd(27,39) och mgm(27,39) och (b, 2p) heltal a > 1000
och b med a sa litet som mojligt och sgd(27,39) = a - 27 + b - 39.

Losning:

a. sgd:n fas med Euklides algoritm:

39=1-27+12,27=2-12+3, 12=4-3+0, sa sgd(27,39) = 3 (kan ses direkt).
Eftersom mgm(m,n) = Sg(‘;(”n’fbfn) ger det mgm(27,39) = 2L32 = 9. 39 = 351.

b. Vi soker forst alla a och b som uppfyller 27a + 390 = 3 och loser ut 3
ovan. Det ger 3 = 27 —2-12 = 27 —2(39 —27) = —2-39+4 3 - 27, sa

apg =

en l6sning &r a,b ar en 16sning omm 27(a — ag) + 39(b — by) = 0

bo = —2.
omm 27(a — ag) = —39(b — by) ar en gemensam multipel till 27 och 39 omm
27(a — ag) = —39(b — by) = k - mgm(27,39) = 2532 for nagot heltal k. Alla
heltalslosningar till ekvationen ges da av Zf i;ji’;z k ett heltal. Det minsta

a > 1000 fas med k =77: a =34 13- 77 =1004 och b = -2 -9 - 77 = —695.
Svar a: sgd(27,39) = 3, mgm(27,39) = 351,
b: De sokta a,b ar a = 1004, b = —695.

5) Vi soker (a, Op) alla heltal  med x =9 5 och (b, 3p) alla heltal 2 med bade
T =9 b och x =94 20.

Losning:

a. £ =9 b betyder precis att 9 | (x — 5), dvs & = 5 4+ 9y, for nagot heltal y.
b. Det forsta villkoret ger enligt a) att x = 5 + 9y for nagot heltal y. Det
andra villkoret bestammer vilka y som ar mojliga.

549y =96 20 & 9y =95 15 < y =96 3 -9y =96 3 - 15 = 45 =94 19 (sista <
eftersom sgd(26,3) = 1, s4 26 | z omm 26 | 3z — man kan ocksa berikna 971 = 3 i Zyg).

Alla y som ger 16sningar till bada relationerna &r alltsa y = 19 + 26k, k heltal.
De motsvarar =5+ 9y = 5 + 9(19 4 26k), sa * = 176 + 234k.

Svar a: * = 5+ 9y, b: * = 176 + 234k, dar y, k ar godtyckliga heltal.




