Matematik, KTH
Svar och losningsforslag till ks4, 6 maj 2013,

i SF1662 Diskret matematik for CL1

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) Om (G, ) ar en grupp och gx h™' =g~ ' xh, g,h € G,
mésteg:h. [Nej. g« ™' =g 'xhomm g*g=hx*h, ><
vilket géller for t.ex. ¢ =0, h =11 (Z2,+).]

b) Om G och H &r grupper ar de direkta produkterna G'x H
och H x (G sakert isomorfa. [En isomorfi ges av ¢(g, h) = (h, g).] ><

c) Om p,q ar tva olika primtal, &r (Z,,, +, ) en kropp.
[Nej, det ar en ring, men ingen kropp. p saknar invers i Zyq.] ><

d) Om gruppen G verkar pa méngden X ar for varje v € X
sikert {g € G' | gr = z} en delgrupp till G. X

[Javisst. Det &r stabilisatorn G, for x.]

e) Oma,b € Z ar sadana att a+0bi ar ett gaussiskt primtal,

maste a® + b? vara ett (reellt) primtal. X
[Nej, t.ex. 3 = 34 0i &r ett gaussiskt primtal, men 32 +0? =9 =33

f) Om n ar ett udda heltal, n > 3 och 2" = 2 (mod n) ar
n sakert ett primtal. [Falskt for pseudoprimtal, bas 2, t.ex. 341.] X

2a) (1p) g € G, en grupp, uppfyller ¢ = 1. Vi séker mojliga virden for o(g).

Losning;:

Ordningen maste vara en delare till 75 och alla positiva delare till 75 (dvs 1,
3, b, 15, 25, 75) ar mojliga ordningar for g.

Svar: Alla méjliga varden for o(g) ar 1, 3, 5, 15, 25, 75.

b) (1p) Vi skall faktorisera 21 + 9i i gaussiska primtal.

Losning:

21+9i = 3(7+3i) och 3 ar ett gaussiskt primtal (ty =, 3). 72+ 3% = 58 = 2-29.
2:an ger att 14 &r en primfaktor i 7434, T3 = (7+32(17i) = 5—2i. 52422 = 29,
ett reellt primtal, sa 5 — 2i ar ett gaussiskt primtal.

Svar: Den sokta faktoriseringen ar 21 4 9¢ = 3(1 4 ¢)(5 — 2%).

c) (1p) Vi skall avgéra om f(z) = 223 + 322 + x + 3 ar irreducibelt i Zs[z].

Losning;:
Eftersom f(x) dr av grad 3 dr det reducibelt omm det har ett nollstélle (fak-

torsatsen, eftersom en faktorisering utan enhet maste innehalla en forstagradsfaktor). Vi finner

iZs: f(0) =3, f(1) =4, f(2) = 3, f(3) = 2, f(4) = 3, sa f(x) saknar
nollstéllen i Zs. Svar: f(x) ar irreducibelt i Zs[x].




3) (3p) G = {e,a,b,c,d} ar en grupp med 5 element. ‘ e a b c d

Vi skall fylla i de sju namn som fattas i grupptabellens e a _ _
tva forsta rader harintill. al_ ¢ _ _ e
Losning:

Eftersom ea = @ &r e (som namnet antyder) identitetselementet (multiplicera
med a~! fran hoger). Det ger forsta raden och forsta elementet i andra raden.
Eftersom grupptabellen ar en latinsk kvadrat, kan ab inte vara nagon av

e,a,b, c, sa ab = d och (ater latinsk kvadrat) ac = b, dvs ‘ e abcd
(Man kan ockséa anvénda att gruppen ar cyklisk (ty av primtalsordning) ele a b ¢ d
och att a &r en generator (ty # e).)

ala c d b e

4) (3p) Vi skall avgora om (Zg; \ {0}, ) genereras av elementet 8(= 23).

Losning:

Eftersom |Zg; \ {0}] = 60, géller ¢® = 1 for alla g € Zg ~ {0}. Speciellt
200 = 820 — 1, s4 ordningen for 8 i gruppen dr < 20, mindre dn gruppens
ordning, sa den genereras inte av 8.

Svar: Nej, 8 genererar inte gruppen (Zg¢; ~ {0}, ).

5) (3p) Vi skall avgora vilken av 75, 85,95 som ar méjlig for n i ett RSA-system
med e = 15. Vi skall ocksa avgéra om man kan anvanda d = 7 for detta n.

Losning:

Méjliga n-varden skall vara pg med p och ¢ olika primtal, sa att sgd(e,m) = 1,
dér e =15 0och m = (p — 1)(¢ — 1). Man finner:

n =75 = 3-5% ir inte en produkt av tva olika primtal, sa 75 ar inte mojligt.
n=85=05-17 ger m =4-16 = 64 och sgd(e,m) = 1, sa 85 ar mojligt.
n=95="5-19 ger m =4 -18 och sgd(e,m) = 3 # 1, sa 95 ar inte maojligt.
Dekrypteringsparametern d till n = 85 skall uppfylla att ed = 1 (mod 64),
men e -7 =105 =41 (mod 64), sa d kan inte vara 7.

Svar: Enda mojliga n ar 85. Motsvarande d ar inte 7.




