Matematik, KTH

Svar och 1osningsforslag till ks2, 25 februari 2013,
i SF1662 Diskret matematik for CL1

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p) sant | falskt

a) For fibonaccitalen F,, (se uppgift 5) géller
Fop1=F, 1 +2F, o forn=23,... X
[Nej, 2F,,—1 + F,—2 skall det vara.]

b) AN (BNC)=(ANB)U(ANC) ar sant for alla

mangder A, B, C'  [Ja, ses t.ex. med venndiagram.] ><
c) Om A och B ar méingder och A x B C B x A giller
sakert att A = B. [Nej, endera kan vara @ ocksa.] ><

d) Bade ekvivalensrelationer och partialordningar ar sékert
transitiva. [Ja, det ingar i definitionerna. ><

e) Om f:X — Y éarsurjektiv och g : Z — Y ar inverter-
bar ar ¢~ f : X — Z sakert surjektiv. X

[Ja, g~! &r inverterbar, s& bijektiv, si surjektiv, sa kind sats.]
f) Det existerar en injektion f : Q — Z. [Jadd, Q och Z &r

bada upprékneliga, sa det finns en bijektion, som ju ar en injektion.] ><

2a) (1p) Vi soker en funktion f :7Z — N som &r surjektiv, men inte bijektiv.

Losning: S

Ett exempel &ar f(z) = |z| = i’x i - 8 f(z) =z for alla z € N(C Z), sa
f ar surjektiv, men f(—1) = f(1) = 1, sa f &r inte injektiv, alltsa inte bijektiv.
Svar: Ett exempel ges av f(m) = |ac| (och ett annat av f(x) = max(x,0)).

b) (1p) Vi skall finna méngder X, Y och funktioner f: X - Y, ¢g:Y — X,
sadana att (¢f)(z) = z for alla x € X och g inte &r en injektion.

Losning:
Eftersom g inte &r injektiv, kan vilata 1 € X och a,b € Y med g(a) = g(b) = 1.

f(1) = a ger da (gf)(1) = g(f(1)) = g(a) = 1, sa om vi tar X = {1} och
Y = {a,b} &r saken klar.

Svar: T.ex. X = {1}, Y = {a,b}, f(1) = a, g(a) = g(b) = 1.

2¢c) (Ip) M = {2,3,4} och N = {M,{@},4}. Vi skall finna alla element i
M N N och avgéraom @ C M UN, {&} C MUN och {{&g}} C MUN.

Losning:

MNON={x|xz € Mochze N} sa MNN = {4},

@ C X for alla mangder X, sa @ C M U N,

e MUN (ty e M), sa {@} C M UN (@ ér ju enda element i {@}),

{@} € MUN (ty {@} € N), sa {{@}} C M UN ({@} &r ju enda element i {{@}}).
Svar: M N N = {4} och svaren pa de andra fragorna ar alla ’ja’.




3) X ={a,b,c,d}, M = {(a,b), (b,b),(b,c),(d,d)} och

N ={(a,a),(a,c), (b,a),(c,a),(c,b),(c,c), (d,a),(d,b)}.

Vi soker (a, 2p) N, € N, sa att M U N, ar en ekvivalensrelation pa X och
(b, 1p) N, € N, sa att M U N, &ar en partialordning pa X.

Losning;: Ha doy
a. Reflexivitet ger att (a,a), (c,c) € N,. Symmetri ger att

(b,a), (¢,b) € N,. Transitivitet ger (a,c), (¢,a) € N,. Dessa I

racker for att gora M U N, reflexiv, symmetrisk och transitiv,

dvs till en ekvivalensrelation (och inget annat kan liggas till, OF Q@
med den givna N).

b. Reflexivitet ger att (a,a),(c,c) € Ny. Transitivitet ger
(a,c) € Ny. Dessa ricker for att gora M U N, reflexiv, anti-
symmetrisk och transitiv, dvs till en partialordning (och inget
annat kan liggas till, med den givna N). O, Q
Svar a: N, = {(a,a), (a,c),(b,a),(c,a),(c,b),(c,c)},

b: N, = {(a,a), (a,c),(c,c)}

4) (3p) Vi skall visa med naturlig deduktion att =(AA B) - A — —B.
Givna harledningsregler: antagande, DN, AE, Al, =E, —1, =E, -l

Losning:

1 (1) —~(AAB) premiss Saken ar klar,
2 (2) A antagande ty slutsatsen pa rad 7 beror bara
3 (3) B antagande av premissen.

23 (4) AANB 23 Al

123 (5) L 14 -F

1,2 (6) —-B 3,0 I

1 (7) A--B 26 —I

5) (3p) Fibonaccitalen {F},}2° , definieras, som vanligt, av Fy = 0, F; = 1 och
Fiovo = Fpoy + F, forn=0,1,2, ...
Vi skall med induktion visa att Fo+F1+...+F, = F,o—1forn=0,1,2,....

Losning:

Vi skall visa pastaendet P(n) : Fo+ F1 + ...+ F, = F, ;o — 1 for n € N.
Bas: VLOZFOZO, HLO:F2—1:(F0+F1)—1:O+1—1:O,Sép<0)
ar sann.

Steg: Lat k € N och antag P(k), dvs att Fo + Fi + ...+ Fp = Fjy0 — 1.

d.ant.

D& &t VLyoy = Fy + Fy + ...+ Fy + Fypy = VL + Fppy "2 HLy, + Fyyy =

def. av F,

Feyo— 1+ Fpy1 o = ' Fpy3 —1=HLs, 1, dvs P(k + 1) blir sann och vi har
visat att P(k) = P(k+ 1) for alla k € N, steget ar klart.
Induktionsprincipen ger nu att P(n) ar sann for alla n € N, saken ar klar.




