Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks2, 5 mars 2012,
i SF1662 Diskret matematik for CL1

1) (For varje delfraga ger ritt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till nirmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) ay = 2 och apy1 = 3a, + (ap_1)* for n = 1,2,...
definierar tillsammans a,, entydigt for allan =0,1,2, ... X
[Nej, a1 kan fortfarande véljas godtyckligt.]

b) Ett (reellt) primtal som ar 4k + 3 for nagot k € N &r ett
irreducibelt element i Z[i], de gaussiska heltalen.

[Ja, en irreducibel faktor g maste ha |g|? | p? och |g|® # p.]

c) For alla médngder A, B géller att
(AN B)U (AN B°) = ((AN B) U (A° N B°))e. X
[Ja, ses enkelt med venndiagram.]

d) Om en binér relation &r reflexiv, anti-symmetrisk och
transitiv ar den sakert en ekvivalensrelation. X
[Nej, men den &r en partialordning (symmetrisk skulle det vara).]

e) Om f: X — Y ochg:Y — Z bada &r inverterbara ar
sammansattningen gf : X — Z sakert inverterbar. X
[Javisst, inverterbar ar ju detsamma som bijektiv, sa kdnd sats.]

f) De gaussiska rationella talen Q[i] = {p+q¢i | p,q €
Q} &r en 6veruppréknelig méngd. X
[Nejda, |Q| = N sa |Q[i]| = |Q x Q| = [N x N| = [N]]

2a) (1p) Vi soker f :Z — Z som &r injektiv men inte surjektiv.

Losning;:

Ett enkelt exempel ar f(z) = 2z. 2z = 225 ger x1 = xo, sa f ar injektiv, men
det finns inget = € Z sa att f(x) = 1(€ Z), sa f &r inte surjektiv.

Svar: Ett exempel ges av f(x) = 2.

b) (1p) Vi skall faktorisera det gaussiska heltalet 3 — i i irreducibla element
(gaussiska primtal).

Losning:

3—1? =324+ (-1>=9+1=10=2-5,sa 1+ 7 ingar som en faktor och
dessutom en faktor som ar antingen 2 + ¢ eller 2 — 4 (ty 5 ar ett primtal =4 1).

Man finner 3= = G=90=0 — 2240 — 1 9j _y+i), 84 3—i = (1+4)(1 — 2i)
och 1+ och 1 — 2i ar irreducibla (ty |1 +4|?, |1 — 2i|* 4r reella primtal).

Svar: En sadan faktorisering ar 3 — ¢ = (1 + 4)(1 — 21).

c) (1p) A ={0,1} och vi soker alla B € P(AU{A}) sa att 0 € B.

Losning;:

AU{A} = {0,1, A}, sa de sokta B ar {0},{0,1}(= A),{0,A},{0,1, A}(=
AU{A}).

Svar: De sokta delméngderna ar {0}, {0,1}, {0, A}, {0,1, A}.




3) Vi skall, om det ar mojligt, genom att ldgga till minimalt antal pilar gora
sa att relationerna far onskade egenskaper.

Losning: a
a) (1p) Relationen blir en ekvivalensrelation
(reflexiv, symmetrisk, transitiv) enligt fig-
uren.

O

b) (1p) Relationen kan inte byggas pa till en partialord-
ning, ty transitiviteten skulle ge pilar at bada hallen
mellan b och ¢, sa b = c¢. Svaret ar alltsa att det ar
omojligt.

c) (1p) Relationen blir symmetrisk och tran-
sitiv men inte reflexiv enligt figuren. (PR He 4o

(Oglorna vid a och d krivs for transitivitet.)
—
Svar a,c: Enligt figurerna, b: Omojlig.

Ob c Ob c

4) [ :Z — Z ges av att f(z) = 5 da x 4r jamnt och = 2z da z ar udda. Vi

skall (a, 2p) avgora om f &r en injektion, en surjektion och/eller en bijektion
och (b, 1p) finna sammanséttningen ff : Z — Z.

Losning;:

For ett godtyckligt y € Z ar f(2y) = 273’ = y (2y dr jujamnt), sa f ar en surjektion.
f(4) = % =2=2-1= f(1), sa f &r inte en injektion. Eftersom en bijektion
alltid ar en injektion, ar f inte heller en bijektion.
Om 4 | z &r § jamnt, s (ff)(z) = f(f(z)) = [(5) =
Om 7 &r jaimnt men § udda, ar f(f(z)) = f(5) =2-
Om z ér udda ar f(f(z)) = f(2z) = & =z.

Svar a: f surjektiv, men varken injektiv eller bijektiv,
b: f(x) = 7 dd 4 | ¢ och f(x) = = annars.

NS RNIS

5) (3p) Talfoljden {a,}2, = ao, a1, as, ... definieras rekursivt enligt ag = 5,
Qpi1 = 2a, +3forn=0,1,2,....
Vi skall med induktion visa att a,, = 2"*3 — 3 for alla n € N.

Losning:

Bas: VL, = ay =5, HLy = 2°t2 — 3 =8 — 3 = 5. Det stammer for n = 0.
Steg: Antag att pastaendet stimmer for n = k, dvs att a; = 2¥3 — 3.

Dé fas VLp = app1 = 2a +3 2 2(2F43 —3) 43 = 204 _ 643 =
2(k+1)+3 — 3= HL]{)+1'

Om pastaendet kallas P(n) har vi visat P(0) och P(k) = P(k+1) for k € N.
Induktionsprincipen ger att P(n) ar sant for alla n € N, saken ar klar.




