Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks1, 9 februari 2012,
i SF1610 Diskret matematik for CL1

1) (For varje delfraga ger ritt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste ickenegativa heltal.)

sant | falskt

a) Om (abc)g ar talet som skrivs abe i bas 6, géller 8 | (abc)g
om och endast om 8 | (4a+2b+c). [Nej, T.ex. 81 (112)s = 44, X
men 8| (4-1+2-142)=38. 4a — 2b+ ¢ bor det vara.]

b) sgd(63000001,21007) = 1.  [Ja, sgd(63000001,21007)
sgd (63000001 — 3000 - 21007,21007) = sgd(1 — 3000 - 7,21007) = ><
sgd(1 — 21000,21007) = sgd(1 — 21000, 8) = sgd(1,8) = 1.]

c) Om pq, p2, p3, ps ar primtal sa att p; - ps = p3 - pg, maste
P1 = D3, P2 = P4. [Nej, p1 = pa, p2 = ps &r ocksa mdjligt.] X

d) Om k &r en delare till heltalen m, n, &r k sékert en
delare till sgd(m,n) och mgm(m,n). [Ja, k | sgd(m,n) | X
enligt definitionen av sgd, k | m, m | mgm(m, n) ger k | mgm(m,n).]

e) Oma=>b"11Z, ar sikert b=a"! (i Z,,, forstas).
[Ja,a=b"'eba=1oab=1ab=a""] ><

f) Om ekvationen ax = b &r 19sbar i Z,, &r ekvationen

mx = b sakert losbar i Z,. X
[Ja, de géller omm sgd(a,m) | b respektive sgd(m,a) | b.]

2a) (1p) Uttryck talet 262 (dvs (262),0) i bas 3.

Losning;:

Succesiv division ger 262 = 87-3+ 1,87 =29-3+0,29=9-3+2,9 =
3-340,3=1-340,1=0-341, sa (las resterna bakifran) 262 = (100201)s.
(Eller se pa annat satt att 262 =1-3"+2-32+1 =242+ 18 + 1.)

Svar: 262 = (100201)s3.

b) (1p) Vi soker 271 +3-871 i Zg.

Losning:

Eftersom 2-5=10=1-9+1, 8-8=7-9+1ar2' =5, 81 =8iZy Sa
271 43.81=54+3-8=29=21iZ,.

Svar: 271+ 3.8 =21 Z,g.

c) (1p) Vi skall avgora vilka av 1, 3, 10, 21, 25, 39, 68, 100, 121, 140 som &r
inverterbara i Z47.

Losning:

71 Zyy, &r inverterbart precis om sgd(r, m) = 1. Eftersom 147 = 3-7?araiZyar
inverterbart omm 3 {f @ och 7 { a. Sa 1, 10, 25, 68, 100, 121 &r inverterbara,
3, 21, 39, 140 ar det inte.

Svar: Inverterbara: 1, 10, 25, 68, 100, 121.

Inte inverterbara: 3, 21, 39, 140.




3) I Lisas lada finns vikter av typ A, som véger 3 kg styck, och av typ B, som
vager b kg styck. Totalt vager de 32 kg.
Vi soker alla mojligheter for antalen av de olika vikterna.

Losning:

Vi kallar antalet vikter av typ A for x och antalet av typ B for y.

Problemet blir att finna for vilka heltaliga z, y > 0 som 3z + 5y = 32.

Man ser (direkt eller med Euklides algoritm) att 3 -2 4+ 5 (—1) = 1, sa
3:64+5-(—32) =32 och zy = 64, yo = —32 &r en l6sning till ekvationen.
Om z, y &r en 16sning fas 3z + 5y = 3z + 5yo, dvs 3(z — x0) = —5(y — ¥o), sa
5| (x — xp), dvs x = x¢ + 5k for nagot heltal k. Ekvationen ger y = yo — 3k.
Dessa ar ocksa losningar for alla heltal k.

Villkoret att x, y > 0 ger k > —% = —12‘5l respektive k < —% = —10%. Enda
mojliga k ar alltsa —11, —12 som ger t =9, y = 1 och x =4, y = 4.

Svar: Enda mojligheterna ar 9 typ A, 1 typ B och 4 av varje typ.

4) Vi soker (a, 1p) multiplikationstabellen for Zs och

(b, 2p) a'%% for alla a i Zs.

Losning;:
Tabellen blir som till hoger.

0" =0,1" =1 for allan =1,2,... och enligt tabellen

ar22=32=4,2 =34 =42 =1,
54 21066 — 94:258+2 _ 1258 | 92 _ 4 31066 _ 34:258+2 _ 258 . 32 _

41066 _ 42533 _ 1533 _ |
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Svar a: Tabellen enligt ovan,
b: 01066 — ( 11066 — 41066 _ 7 01066 _ 31066 — 4

5) Vi soker (a, 1p) antalet x bland 1,2,...,99 som uppfyller 39z + 7 = 43
(mod 99) och (b, 2p) alla dessa x.

Losning;:

Villkoret ar ekvivalent med 39x =99 36, sa det finns sadana x precis om
sgd(39,99) | 36, dvs 3 | 36, sa de finns. Deras antal i Zgg dr sgd(39,99) = 3,
som ocksa ar antalet bland de givna talen.

For att finna losningarna noterar vi att kongruensen ar ekvivalent med 13x =33
12 (ty 99| (392 — 36) < 33| (132 — 12)). (Man kunde ocksa finna alla 16sningar som i
uppgift 3 ovan.) Vi anvéander forst Euklides algoritm.

33=2-1347 och 1=7-6=7—-(13-17)=

13=1-7T4+6 =—-13+2-7T=-13+2(33—-2-13) =

7T=1-6+1 =2-33—-5-13,

58,1371 i Zsg iir —5(=33—-5=28). x =13"1.12=—5-12= —60 = 6 i Zss.
Alla heltaliga x som uppfyller villkoret ar alltsa 6 + 33k, k godtyckligt heltal.
Av dessa ligger 6, 39, 72 bland de givna.

Svar a: det finns 3 stycken sddana x, b: de ar 6, 39 och 72.




