Svar och losningsforslag till ks3, 4 april 2011,

i SF1610(/5B1118) Diskret matematik fér CL
1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpoédngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) Om (G, *) &r en grupp, galler sikert for alla a,b,¢,d € G
att (a*0)* (c*xd) = ((a*b)*c)x*d. X
[Ja. Det foljer ur den associativa egenskapen for *.]

b) For varje naturligt tal m ar (Z,,, ) en abelsk grupp.

[Nej, det &r inte ens en grupp (0 saknar invers).] ><
c) {meS;|n(3) =3} éren delgrupp till S7.

[Ja, den &r (# @, ty id ingar och) sluten under multiplikation.] ><
d) {meSs|{n(3),7(6)} = {3,6}} ar en delgrupp till Ss.

[Ja, liksom i c).] ><

e) En permutation av jimn ordning &r sdkert en udda per-
mutation. [Nej. (12)(34) € S4 ér jamn och av ordning 2.] ><

f) (Q[w], =+, ) ar en ring. [Javisst. Ett standardexempel.]

X

2a) (1p) Lat (G, %) vara en grupp med identitetselement 1 och a,b,c € G.
Om a* (bxc) =1, maste da b (c*xa) = 17 Motivera ditt svar.

Losning:
1 -1

ax(bxc) =1=axa! ger att bxc=a"', sa bx(cxa) = (bxc)xa =a 'xa = 1.

Svar: Ja.

b) (1p) Avgdr med motivering om det finns nagon delgrupp till Sg (gruppen
av permutationer av {1,2,...,8}) som &r isomorf med (Z19, +).

Losning:

Isomorf med (Zo,+) betyder precis ”"cyklisk av ordning 10”7, sa en sadan
delgrupp finns omm det finns nagot element av ordning 10 i Sg. Det gor det,
t.ex. m=(12345)(67), ty o(m) = mgm(5,2) = 10.

Svar: Ja, det gor det, t.ex. delgruppen som genereras av 7 ovan.

c) (1p) Permutationen m € Sy; ges i tvaradsform av

(1 23 45 6 789 10 11
~\76 32910185 4 11 )"

Avgor om 7 ar en jamn eller en udda permutation. Motivera ditt svar.

Losning:

7 ar i cykelform (17)(26104)(3)(59)(8)(11), sa den &r udda (ett udda antal
(3) cykler av jamn langd, alt. 11 — ¢(m) = 11 — 6 = 5 &r udda).

Svar: m ar en udda permutation.




3) Lat G vara gruppen (U(Zss),-), dvs de inverterbara elementen i Zsy, med
operationen multiplikation.

a) (1p) Ange alla element i G.

b) (2p) Avgor om G genereras av elementet 5.

Losning:

a) U(Zas) = {x € Loy | sgd(x,22) = 1} = {1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 17, 19, 21}.

b) 5 genererar GG precis om dess ordning, o(5), ar |G| = 10. Eftersom o(5) | |G|
ar o(5) = 10 omm o(5) # 1,2,5, dvs om 5',5%5°> # 1 i G. Man finner
51=552=3 5 =(52)2.5=9.5=11Zy, sa o(5) = 5.

Svar a): G={1,3,5,7,9,13,15,17,19,21}, b): Nej, det gor G inte.

4) Lat gruppen (G, *) ha precis 5 element, G = {1, a, b, ¢, d}.

1 ar identitetselementet i G och a * a = b.

a) (1p) Vad (dvs vilket element i G) &r a® (dvs a*xaxa*ax*a)?
b) (1p) Finn ett positivt heltal n sa att b" = a.

c) (1p) Vad (dvs vilket element i G) &r ¢ * d?

Glom inte att motivera dina svar.

Losning:

a) I varje #ndlig grupp gller ¢/l =1 for alla g € G, s& a® = 1.
b)b=d*sabP=a’=a°xa=1%a=a.

c) Eftersom |G| = 5 ar ett primtal, genereras G av alla element utom 1.
a, b, ¢, d ar alltsa a', a?, a®, a* i ndgon ordning. a = a', b = a?, sd ¢ = a® och
d = a* eller tvirtom och c* d = a** = a® x a®> = a®> = b.

Svar a): a® =1, b): . = 3 (eller 8,13,...), ¢): cxd = b.
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5) Lat m,0 € S7 (gruppen av alla permutationer av {1, 2, 3,4, 5, 6, 7}) ges
a) (1p) Finn pa cykelform 7, 0! och o1

av (pa tvaradsform)
(1234567 (1 7
"“\2754316) 775 3 )
b) (1p) Visa att det finns ett 7 € Sy sa att 7w = o7 17.
c) (1p) Ange (pa cykelform) ett 7 € S7 som uppfyller villkoret i b).

Losning:

a) m(1) = 2,7(2) = 7, 7(7) = 6 etc ger m = (1276)(35)(4) och pss
o= (15)(2473)(6),sa o= (15)(2374)(6).

[ mo~! verkar forst o', sedan m. Man finner mo~! = (136)(25)(4 7).

b) 7w = o7 om och endast om 777! = o~!. Ett sadant 7 finns alltsa
omm 7 och o~! ar konjugerade permutationer. Det ar de, ty de har samma
cykelstruktur ([124]), lika manga cykler av varje lingd. Saken &ar klar.

c) Tt = 7(1276)7 7 (35)7 1 (4) 7! = (r(1)7(2)7(7)7(6))(T(3)7(5)) (T (4)),
sa ett mojligt val av 7 ges av 7(1) =2, 7(2) =3, 7(3) = 1, 7(4) = 6, 7(5) =
5, 7(6) = 4, 7(7) = 7 (de lika langa cyklerna skall motsvara varandra), sa
T=(123)(46)(5)(7)

Svar a): m = (1276)(35)(4), o7 = (15)(2374)(6),

mo 1 =(136)(25)(47),c): T=(123)(46)(5)(7) (t.ex.).




