Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks2, 7 mars 2011,
i SF1610 Diskret matematik for CL

1) (For varje delfraga ger ritt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste ickenegativa heltal.)

sant | falskt

a) Enligt additionsprincipen giller for godtyckliga
dndliga méngder A och B att |AU B| = |A| + |B|. X
[Nej, bara for disjunkta méangder, dvs da AN B = ]

b) Héndelserna A och B &r oberoende precis om
P(ANB) = P(A)- P(B). X
[Ja, det ar definitionen av oberoende héndelser.]

c) Om p ar ett primtal och k ett heltal med 0 < k < p ar
binomialtalet (z) delbart med p. X
[Ja, (£) = #‘4@)' och nédmnaren innehaller ingen faktor p.]

d) For édndliga A, B: (antalet injektioner A — B)-(antalet

surjektioner A — B) dr antingen 0 eller |A]! - |B|!. X
[Ja, om |A| # |B|: 0, om |A| = |B|: bada antalet bijektioner.]

e) Antalet sitt stilla n personer pa led utan att Kalle och
Olle (2 av personerna) star intill varandra ar n! — (n - 1)' ><
[Nej, det ar n! — 2(n — 1)! (2 inbordes ordningar).]

f) Om sannolikheten &r likformigt fordelad &r

handelserna A och B automatiskt oberoende. X
[Nej, inte alls. A = B, P(A) # 0,1 ger motexempel.]

2a) (1p) Vi skall beriikna summan $°,° (1) (3F 4 210-k),

Losning;:
Enligt binomialsatsen blir den (1 + 3)'% + (2 + 1)1 = 41 + 31%(= 1107625).
Svar: Summan ar 4'° + 3'%(= 1107625).

b) (1p) Vi har 10 punkter i en liksidig triangel med sida 3 och skall visa att
minst tva av dem har avstand hogst 1.

Losning:

Vi delar in triangeln i 9 smatrianglar med sida 1, se fig.
Enligt postfacksprincipen finns en smatriangel med
minst tva punkter. Avstandet mellan de punkterna ar
hogst 1, sa saken ar klar.

c) (1p) Hur manga surjektioner f : {0,1,2,3,4,5} — {a,b,c} finns det?

Losning:

Antalet surjektioner fran en n-méangd pa en k-méngd ) ! )
ar k! - S(n,k), dar S(n, k) &r ett stirlingtal (av andra 1 3 1
slaget). I vart fall alltsa 3!-.5(6,3) = 6 - 90 = 540, dér 1 7 6
S(6,3) = 90 fas ur "triangeln” till hoger. 15 00 2%

Svar: Det finns 540 surjektioner.




3) (3p) 20 kort skall ldggas i ordning. Pa hur manga sitt kan det ske om det
ar 10 vita, 5 svarta och 5 med andra farger, alla olika?

De vita korten betraktas som identiska och det gor de svarta ocksa (inte iden-
tiska med de vita forstas), men 6vriga 5 &ar alla olika.

Losning;:
Det galler att for varje position i ordningen valja farg for kortet dar. De 20

positionerna kan fordelas med 10 vita, 5 svarta och en vardera av 6vriga farger
3 ( 20 ) _ 20!

ba {1051,1,1,11

(Man kan fi samma resultat ocksa pa andra sétt.)

Svar: De kan ordnas pa 12 (= 5587021440) siitt.

4a) (1p) Under ett 60 dagar langt skollov skall 15 olika museer besokas. Varje
museum agnas precis en dag. Pa hur manga siatt kan bescken fordelas?
b) (2p) Hur manga sitt dr mojliga om man aldrig har tva museidagar i rad?

Losning:

a) Fordelningar av museidagarna svarar precis mot ett val av dag for varje
museumn, alla olika, dvs mot en injektion {museer} — {lovdagar}. Antalet &r
alltsa (60)15 = 161_?):
b) Nér det inte far vara tva museidagar i rad, kan man betrakta de 60—15 = 45
museifria dagarna som ”vaggar” och placera museidagarna med hogst en i vart
och ett av de 46 facken mellan och intill dem. Det kan géras pa (46);; = 25
sitt (injektion 15-méngd till 46-méngd).

Svar a: % (= 69560546966425756200960000) siitt,

45!

b: 26 (= 669187660275478536192000) siitt.

31!

5) (3p) Vid en skrivning med 3 uppgifter, a), b) och ¢), var det 7 skrivande
som klarade bade a) och b), 6 som klarade bade b) och ¢) och 10 som klarade
bade ¢) och a). (Delpodng gavs inte, varje uppgift bedomdes klarad eller inte.)
Exakt tva klarade uppgifter gav betyg G och tre klarade uppgifter gav VG.
Hur manga fick G, om det var 4 som fick VG?

Losning;:

Lat A vara méngden av dem som klarade uppgift a) och p.s.s. B, C' de som
klarade b), c).

Vivet att [ANB| =7, |BNC| =6, |CNA|l=100ch |[ANBNC| = 4. Betyg
G fick de som klarade minst tva men inte tre uppgifter. Deras antal ar alltsa
(ANB)U(BNC)U(CNA))YN(ANBNC)| =|(ANB)U(BNC)U(CNA)|—
|JANBNC|=|ANB|+|BNC|+|CNA—([(AnB)N(BNC)|+|(BNC)N
(CNA)|+[(CNANANB)|)+[(ANB)N(BNC)N(CNA)|—|ANBNC| =
|IANB|+ |BNC|+|CNA|-3|[ANBNC|=7+6+10—-3-4=11.
Alternativt (enklare) med Venndiagram eller: 7 —4 = 3 klarade a) och b) men
inte ¢), 6 — 4 = 2 klarade b) och ¢) men inte a) och 10 — 4 = 6 klarade c) och
a) men inte b). Det sokta: 34+ 2+ 6 = 11.

Svar: 11 skrivande fick G pa skrivningen.




