Matematik, KTH

Svar och losningsforslag till ks1, 21 februari 2011,
i SF1610 Diskret matematik for CL

1) (For varje delfraga ger ritt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste ickenegativa heltal.)

sant | falskt

a) Lat a, b € N. Da géller sgd(a,b) = mgm(a,b) om och
endast om a = b. [Ja, =: a | mgm(a,b) = sgd(a,b) | b och p.s.s. ><
b|agera=»b. <:a=>bgersgd(a,b) =a=mgm(a,b)]

b) For alla heltal z, y géller att 27x + 84y # 99.

[Nej, sgd(27,84) = 3 och 3| 99, sa det finns losningar.] ><
c) Det finns inget © € Zjs5 sa att x + x &r inverterbart.

[Ja, @ + = dr jamnt, si sgd(z + =, 158) # 1] X
d) For godtyckliga méngder A, B och C' giller

A\ (BUC)* = (ANB)U(ANCO). X

[Ja, ses t.ex. med Venndiagram eller rakneregler for mangder.]
e) Om f:R—->Qochg:Q — Rkan gf : R — R inte

vara injektiv. X
[Ja, |Q| = |IN| < |R| sa f ar inte injektiv och dérmed inte gf.]

f) Den binéra relationen ”|”, dvs delbarhet, pa méngden

av naturliga tal, N, ar en partialordning. X
[Ja, den &r reflexiv, antisymmetrisk och transitiv, sa en partialordning.]

2a) (1p) a = (114)49, sa i bas 10 skrivs talet @ som 114. Hur skrivs a i bas 37

Losning:

Succesiv division ger 114 = 38 -3+ 0,38 = 12-3+4+2,12 =4-3+40,4 =
1-341,1=0-3+1, sa (las resterna bakifran) a = (11020)3. (Eller se pa
annat sitt att 114 =1-3"+1-33+0-32+2-3+0.)

Svar: a = (11020)3.

b) (1p) Vi soker 1 +2-3711Z;.

Losning:

Eftersom 3-5=15=2-7T+14r3 ' =5iZ;. S41+2-37'=1+4+2-5=11=14
17Z7.

Svar: 1+2:31=41i7Z,.

c) (1p) f : Zy — Pyin(P) definieras enligt f(z) = {y € P | y &r en delare till z}.
Ar f en injektion? En surjektion? En bijektion?

Losning;:

f(2) = {2} = f(4), sa f &ar inte en injektion. Om A = {p1, p2, ..., pn} €
Prin(P) géller f(p1-po-...-pn) = A (speciellt f(1) = @), sa f ar en surjektion.
Eftersom f inte ar injektiv ar den inte en bijektion.

Svar: f ar en surjektion, men ingen injektion eller bijektion.




3) Vi soker dels (a, 2p) den storsta gemensamma delaren sgd (1176, 966) till de
bada talen 1176 och 966 och dels (b, 1p) den minsta gemensamma multipeln
mgm(1176,966) till samma tal.

Losning;:

Vi anvander Euklides algoritm och finner:

1176 = 1-966+210, 966 = 4-210+126, 210 = 1-126+84, 126 = 1-84+42,84 =
2-42 40, sa sgd(1176,966) = 42.

Eftersom sgd(a,b) mgm(a,b) = ab for alla a, b € N far vi mgm(1176,966) =

1176-966 _ 1176-966 (__
SaA(176.066 = — 4o (= 27043).

Svar a: sgd(1176,966) = 42, b: mgm(1176,966) = 1172996 (= 27048).

4) Vi soker antalet kvadrater i dels (a, 1p) Zy; och dels (b, 2p) Z,, da p &r ett
udda primtal.

Losning:

[ Zyy finner vi 02 = 0,12 = 1,22 = 4,32 =0 42 =5 52 — 3, 62 — 3, 72 —
5,8 =9,92 =4, 102 = 1, sd kvadraterna éar 0, 1, 3, 4, 5, 9, dvs 6 stycken.

1 Z,, p udda primtal, géller att 2 = y? precis om p | 22 —y* = (x +y)(z — y),
sa (p primtal) precis om minst en av p | x +y och p | x — y, sa precis om (0 <
r,y<p—1)z+y =0, x+y = peller xt—y = 0. Enda mdjligheterna ar alltsa

y=p—xochx=y,saallax=0,1, ..., ’%1 ger olika kvadrater, men 6vriga
_ ptl
=5
Svar a: Zi; har 6 kvadrater, b: Z,, p udda primtal, har pTH stycken.

ger upprepningar (som for Z;). Det sokta antalet &r alltsa 1 + ’%1

5) (3p) Fibonaccitalen {F},}2° , definieras, som vanligt, av Fy = 0, F; = 1 och
Foio=Fo +F, forn=0,1,2,....

Vi skall med ett induktionsbevis visa att 1 4+ Fo, + Fy + ... + Fy, = Fy, 4 for
n=0,1,2,....

Losning:

Vi skall visa pastaendet P(n) : 1+ Fy + Fy + ...+ Fy, = Fy, 1 for n € N
Bas: VL, =1, HLy = Fy041 = F1 = 1, sa P(0) &r sann.

Steg: Lat k € N och antag P(k), dvs att 1 + Fo + Fy + ... + For, = Fopyq.

ind.ant.

Daar VLpy = 1+ Fo+ Fyt. o+ Fopt Fopyo = V0 +Fopyn - = HLp+Fopio =

Fori1 + Fopyo def. av £y Forr3 = HLgyq, dvs P(k + 1) blir sann och vi har visat

att P(k) = P(k+1) for alla k € N, steget ar klart.
Induktionsprincipen ger nu att P(n) ar sann for alla n € N, saken ar klar.



