Svar och losningsforslag till ks3, 12 april 2010,

i SF1610(/5B1118) Diskret matematik fér CL
1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpoédngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) Om (G, x) ar en grupp géller sikert for alla a,b,c € G

att a* (bxc) = (cxa)*b.) X
[Nej. b =1 skulle ge axc=cx*a for alla a, c € G.]

b) Alla grupper av ordning 17 &r abelska.
[Ja, 17 &r ett primtal, sa de ar alla cykliska, sa abelska.] ><

c) Ga, symmetrigruppen for en liksidig triangel, ar isomorf
med S5, gruppen av permutationer av {1, 2, 3}. X

[Ja, element i GA svarar mot permutationer av hornen.]

d) Om H; och H, ér delgrupper till gruppen G, maste H;N
H, ocksa vara det. [Ja, den ir (# & och) sluten under = och ~1.] | X

e) Om 7 € S, ar en udda permutation, &r dess ordning
sakert ett udda tal. [Nej. (12) € S, ar udda och av ordning 2.] ><

f) Om p ar ett primtal ar (Z,, +,-) en kropp, men inte en
l"iIlg. [Nej. Den &r bade och. Varje kropp &r en ring.| ><

2a) (1p) Lat (G,x*) vara en grupp av ordning 1000, dvs |G| = 1000. Hur
manga losningar har ekvationen x * (z*x) = 1 i G, dvs hur manga tredjerttter
till identitetselementet finns det i G? Motivera ditt svar.

Losning;:

g> =1 ger att o(g)|3 och g € G, |G| = 1000 ger o(g)|1000, sa alla losningar till
2% = 1 har ordning 1, dvs ar identitetselementet.

Svar: Det finns bara en 16sning (namligen = 1).

b) (1p) Lat H vara delgruppen {(1), (23)} till gruppen S; av permutationer
av {1, 2, 3}. Finn alla hogersidoklasser (i S3) till H.

(Hér betecknar forstas (1) och (23) permutationer i Ss, skrivna i cykelform.)

Losning;:

Hogersidoklassen Hg = {hg | h € H}, sa H(1) = H(23) = {(1), (23)},
H(12)=H(132)={(12), (132)}, H(13) = H(123) = {(13), (123)}.

Svar: H:s hogersidoklasser ar {(1), (23)}, {(12), (132)}, {(13), (123)}.

c) (1p) Lat som vanligt Sy vara gruppen av permutationer av {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Ange vilka av foljande som &r méjliga ordningar for element i Sy och vilka
som ar omojliga: 1, 3, 11, 14, 15, 16, 20, 25.

Losning:

Om 7 har cykellangderna my, ..., my ar o(m) = mgm(my, ..., my), sa mojliga
ar 1 [eykler 19], 3 [ex. 3°], 14 [27], 15 [135], 20 [45], oméiliga &r 11, 16, 25.
Svar: Mojliga ar 1, 3, 14, 15, 20. Omogjliga ar 11, 16, 25.




3) Lat G vara gruppen (U(Zs),-), dvs de inverterbara elementen i Z;s, med
operationen multiplikation.

a) (1p) Ange alla element i G.

b) (2p) Ange alla element i den minsta delgrupp till G som innehaller ele-
mentet 7.

Losning:

a) U(Zys) = {x € Zs | sgd(z,18) =1} = {1, 5, 7, 11, 13, 17}.

b) Den minsta delgruppen genereras av 7. 7> = 13, 7> = 13 -7 = 1, sa sokta
delgruppen &r {1, 7, 13}.

Svar a): G = {1, 5, 7, 11, 13, 17}, b): {1, 7, 13}.

4) (3p) I grupptabellen fér gruppen (G, *) finns tva rader enligt nedan.
Fyll i de tomma positionerna (markerade _).

Ledning: Kan a vara identitetselementet i G? . ‘ 0 bocd f

Vad ar a:s ordning, o(a)? PR pi

Vilket element &ar identitetselement i G?7 b é -7

Kom ihag att motivera din losning. - N

Losning;:

|G| = 5, ett primtal, och a &r inte identitetsele-

mentet (ty a x a # a), sa o(a) = 5. Ur tabellen xla b cdf

fasb=a% c=b>=a*ochd =axc=a° = 1. alb f d a c
o .. o _ 3 . .

Daaraxd = a, bxd = b och a®> = f. Vldgxr_e bl f cabd

axb=bxa=a=f, axf=a'=c bxc=a
a, bx f =a® =1 =d. Det ger tabellen:

5) Lat 7,0 € Sg (gruppen av alla permutationer av {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 8}) ges

av (tvaradsform)
8 (123456 78
3) 77 \16752843)

(1
™=\ 6

a) (1p) Finn pa cykelform 7, o och 7o.
b) (1p) Finn ordningarna fér 7, o och o7.
c) (1p) Avgor for var och en av 7, o och wo?m30'n® (dvs roommm...) om den

ar en jamn eller en udda permutation.

3 4 6
5 4 71

[NCREN|

bt
7

oo DO

Losning:

a)m(l) =6, 7(6) =letcgerm = (16)(28357)(4) ochpsso = (1)(2683745).
I mo verkar forst o, sedan 7. Man finner 7o = (1632)(47)(58).

b) o(r) = mgm(2,5,1) = 10, o(c) = mgm(1,7) = 7, o(ow) = o(wo) =
mgm(4,2,2) =4 (alt. ox = (1876)(23)(45)).

¢) En permutation &r jamn precis om antalet cykler av jamn langd ar jamnt,
sa m dar udda och o ér jaimn. Produkten mo?m30%7® innehaller den udda per-
mutationen 7 ett udda antal (9) ganger (och den jamna o ett antal ganger),
sa den ar udda.

Svar:

a) ™= (16)(28357), o0 = (2683745), o = (1632)(47)(58),

b) o(w) = 10, o(o) =7, o(om) = 4,

c) 7w ar udda, o ar jamn och wo?nw3o%n® dr udda.




