Svar och 1osningsforslag till ks1, 15 februari 2010,
i SF1610 Diskret matematik for CL

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) For alla z,y, z € Z giller att « | y om = | (yz) och
sgd(x, Z) = 1. [Ja, det &r innehallet i en kénd sats.] ><

b) ”Aritmetikens fundamentalsats” sdger precis att
det finns oandligt manga primtal. X
[Nej, den handlar om entydig faktorisering i primtal.]

c) = = y (mod m) giller precis om x och y slutar pa

samma siffra da de skrivs i bas m. X
[Ja, den sista siffran ar resten vid division med m.]

d) Det finns en bijektion f: Q — R.
[Nejda, Q och R har olika kardinalitet, |Q| = |N| < |R|.] ><

e) [{@}| =0, dar |A| &r antalet element i méngden A.
[Nej, {@} har precis ett element, @] ><

f) Att en binér relation R pa en mangd X dr symmetrisk
betyder precis att xRy medfor yRzx, alla z,y € X. X

[Ja, sa ar det.]

2a) (1p) Ange tre element i Zgy som &r inverterbara och tre som inte ar det.

Losning;:

r € Z,, ar inverterbart precis om sgd(r, m) = 1, sa inverterbara i Zsg ar precis
de som inte ar delbara med nagon av 20:s primfaktorer 2 och 5.

Svar: (Tre vardera av) inverterbara: 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19 och
inte inverterbara: 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 18.

b) (Ip) Om f : X — Y &r en injektion och g : Y — Z &r en bijektion, vad
kan sdkert sdgas om sammanséittningen gf : X — Z7 (Dvs maste ¢gf vara en
injektion? en surjektion? en bijektion?)

Losning:

En bijektion ar bade en injektion och en surjektion och en sammansattning av
injektioner ar en injektion. Exemplet X = {1}, Y = Z = {1,2}, f(1) = ¢g(1) =
1, g(2) = 2 visar att gf inte beh6ver vara en surjektion eller en bijektion.Svar:
gf ar sakert en injektion, men inte siakert en surjektion eller en
bijektion.

c) (1p) Méngderna A, B, C ges av A = {1,2,5}, B = {2,3,4, A} och C' =
{1,2,4,6, B}. Ange alla element i méngden (AU B)NC.

Losning:
Unionen AU B ={1,2,3,4,5, A}, sa skiirning med C' ger
Svar: (AUB)NC = {1,2,4}.

(B, som inte &r ett element i AU B skall forstas inte vara med.)



3) (3p) Finn det minsta positiva (dvs > 0) tal som kan skrivas som 154m+182n
med m,n € Z.

Losning:

Det finns m,n € Z sa att 154m + 182n = sgd(154, 182) och for alla m,n € Z
giller sgd(154,182) | (154m + 182n). Det sokta minsta vérdet maste alltsa
vara sgd (154, 182). Vi finner den med Euklides algoritm:

182 = 1-154+28, 154 =528 + 14, 28 = 2- 14 + 0, si sgd (154, 182) = 14.
Svar: Det minsta vardet ar 14.

4) (3p) Finn alla « € Zg, sa att 62 = 9 i Zy;.

Losning:

62 = 91 Zy; motsvarar 62 =9 (mod 21), dvs 62 —9 = 21k, nagot k € Z, alltsa
2z — Tk = 3. Man ser (eller far med Euklides algoritm) att 2-4—7-1=1, sa
2:12—-7-3=3. Sa2cx— Tk =3 omm 2(x —12) =7(k—3),sa 7| (zr — 12) och
allménna 16sningen ar x = 12+ 7s, dar s € Z, dvs x =5+ Tt med t € Z. Sa
Svar: Alla losningar i Z,; ar 5, 12, 19.

5) (3p) Talfoljden {a,}5°, uppfyller {ZZH 2 9a2, forallan—01,2,...

Visa med ett induktionsbevis att a,, = 22"~ .32" forn =0,1,2,...

Losning;:

Vi skall visa pastaendet P(n) : a, = 22"~ - 3%" for n € N.

Bas: VLy = ag = 3, HLy = 22"~1. 3% = 21-1. 3" = 3, 4 P(0) &r sann.
Steg: Lat i € N och antag P(i), dvs att a; = 22~ - 32",

o . givet antaget i i i i il
Da ir VLiy; = ai1 o' 2a2 "8 9(92-1 . 32')2 = 9221241 3220 _ 9211,

32" = HL,,y, dvs P(i+1), och vi har visat att P(i) = P(i+1) for allai € N,
steget ar klart.
Induktionsprincipen ger nu att P(n) ar sann for alla n € N, saken ar klar.



