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Svar och losningsforslag till 6vningsks 4.

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) Om grupperna G och Gy &r isomorfa sa ar de lika stora.

[Ja, isomorfin ar en bijektion mellan dem.] ><

b) Sidoklasser till en och samma delgrupp H till en grupp
G ar lika stora. [Ja, de ér bada lika stora som H.] ><

c¢) Om elementet g i en grupp G med gruppoperationen o
har ordning 20 sa har elementet g o g ordning 10. X
[Ja, (go g)* = e for k = 10, men inte for mindre k > 0.]

d) 41 ar ett gaussiskt primtal (dvs ett irreducibelt element i Z[i]).
[Nej, ty 41 =4 1 (41 = (5 + 4i)(5 — 44)).] X

e) Om en dndlig grupp G verkar pa mangden X och z € X
dr antalet element i banan Gz en delare till |G|. X
Ja, |G| = |Gzl - |Gl ]

f) Ett RSA-krypto kan ha parametrarna n = 46, e = 11.
[Nej, n =46 = 2-23 ger m = 1-22 = 22 och sgd(22,11) # 1.]

X

2a) (1p) Lat gruppen G ha vidstaende grupptabell. ola b ¢ d f
Bestam ett element = i G sadant att bzc = f. ala b ¢ d f
blb ¢ d f a
cle d f a b
dld f a b ¢
flf a b ¢ d

Losning:

Eftersom bd = f, giller bxc = f omm zc = d (multiplicera med b~! fran
véanster). Men bc = d, sa x¢ = d omm = = b, p.s.s.

Svar: x = b.

b) (1p) Faktorisera 4 — 7i i gaussiska primtal.

Losning;:

|4—Ti|? = 42+ 7% = 5-13, sa (5, 13 bada primtal, =4 1) den sokta faktorisering-
en: 4—7i = (a+bi)(c+di) for nagra a,b, ¢,d € Z med a® +0* = 5, *+d* = 13.
Prévning: 40 = £(4—7i)(2—1) = £(1—18i) ¢ Z[i], men =% = 1(4—7i)(2+
i) =1(15—10i) =3 —2i € Z[i]. Svar: 4 — Ti = (2 —1)(3 — 2i).

c) (1p) Formulera ”Burnsides lemma”, en formel for antalet banor da en éndlig
grupp G verkar pa en mangd X. Forklara kortfattat ingaende beteckningar.

Losning:
Antalet banor &r ﬁ > gec | Xgl dir Xy = {z € X | gz = z} &r méngden av
de element i X som ¢ lamnar invarianta.




3) (3p) Betrakta gruppen (Z;3 \ {0}, ). Avgdr om denna grupp genereras av
elementet 2.

Losning;:

Fragan dr om varje element i Z;3 \ {0} kan skrivas som 2", nagot n.
n|l1 2345 6 7 89 10 11 12
2"‘248361211951071
element i gruppen finns med pa andra raden,

svar: Ja, Z;3 \ {0} genereras av elementet 2.
Alternativt: 2 genererar gruppen omm o(2) = 12, gruppens ordning, och efter-
som 0(2) | 12, ricker det att verifiera att (2!, 22, 23,) 24, 26 #£ 1.

Man finner och eftersom alla

4) (3p) Ett RSA-krypto har de offentliga nycklarna n = 39 och e = 11. Bestdm
parametern d och ange hur meddelandet 2 kan dekrypteras, dvs ange hur D(2)
berdknas. (Du behover alltsa inte berdkna D(2) for att fa full podng pa denna
uppgift, men du skall berédtta hur man gar till véga.)

Losning:
n=39=3-13 ger m=2-12=24. d bestdms av att e-d =1 (mod m).
Man finner d (genom inspektion eller) med Euklides algoritm:
24=2-11+4+2 1=11-5-2=11-5(24—-2-11) =
11=5-2+1 =—-5-24+11-11,
sa d =11 och D(2) = 211 Z3y (dvs 0 < D(2) < 39 och D(2) = 2! (mod 39)).
Svar: d = 11 och D(2) = 2! i Z3o (sa D(2) = 20).

5) (3p) Bestam en delgrupp med tre element till
den grupp G som har vidstaende grupptabell:

D UL O (L
ISEECER NS SRS MRS
SISO N S SN ES)
0O TR O %
QO T O K[

S0 Q2 ofo0
S R0 o oo

Losning;:

Man kan betrakta tabellen tills man hittar en 3-delméangd till G som &r sluten
under o.

Mer systematiskt kan man notera att a har ordning 6 och saledes aa = b ord-
ning 3. b genererar alltsi en delgrupp med tre element. b? = d, sa

svar: {e,b,d} ar en delgrupp av ordning tre till G.




