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1. Kalla hornen 000,001,...,111 (xyz-koordinater for hornen). Grannar dr horn
vars koordinater skiljer i precis en position. Grafen ar bipartit och en 2-
fargning far man genom att ordna hornen sa att alla (utom det forsta) ar
granne med nagot tidigare, t.ex. 000,001,010,011,100,101,110,111. For att fa
fler farger tar man ordningar som ger fel farg till det andra hornet etc.
3-fargning med t.ex. 000,111,001,010,011,100,101,110 och

4-fargning med t.ex. 000,111,001,110,010,011,100,101.

2*. Betrakta alla fargningar av hornen i G med tva farger. Bland dem finns
en med det minsta antalet ”kollisioner” (dvs enfirgade kanter). En sadan
fargning loser problemet, ty om ett horn hade samma farg som mer an halften
av sina grannar, skulle det bli farre kollisioner om det bytte farg.

3*. Lat i en minimal fargning av G n; st hérn ha farg i = 1,..., x(G). Alla
hérn som har samma firg i G maste ha olika firg i G, sa n; < x(G), alla i.
Dérmed n =ny +no + -+ + nye) < x(G) + - + x(G) = x(G) - x(G).

4. Kalla hornen (i ordning) 1,2,3,4,5. 1 kan fargas pa A sitt. For vart och ett av
dessa fas tva fall, om 2 och 5 har samma eller olika farger. I det senare fallet kan
3 ha samma farg som 5 eller inte. Man far Pg(\) = A(A—1)2(A=2)+(A—1)(A—

D((A=1)+A=2)?) == 2AXA=1)(A=2)(N2=2A+2) = (A=1)° = (A —1).
Med rekursionsformeln, Pc,(A\) = Pr,(\) — Po,(A) = Pr(\) — (Pr,(\) —
PoyO) = AA = 1)* =AM — 1P 4 AA = DA —2) = --- = A — D)(A —

2)((}\ - 1)2 + 1). (T, ar ett trad med n horn.)

5. Att de tva hogstagradstermerna ar A" —|E|A"~! visas med rekursionsformeln
for Pg(A) och induktion 6ver antalet kanter.

PG2 ()‘)
AO—1)... A —m+1)
fargningar av Gy som fortsitter den. Pg,(A) r ju ndmligen A(A — 1) ... (A —

m + 1)-(antalet sitt farga G5 med givna (olika) farger for hornen i V3 NV3).

3
Pgo\) = fi?—)(\i)l) = )\()\ — 1)2()\ — 2)3. (Fas ocksa med kombinatoriskt resonemang.)

6. For var och en av de Pg, () st fargningarna av G finns det

7. T.ex. {albg, agbh a3b5, 6L4b4, a5b3}.

8. Utgaende fran as finner man de utokande alternerande stigarna asbsaqbs,
asbsasby och asbyasbiasbs. De leder alla till storre, dvs fullstandiga, match-
ningar. Den forsta ger den fullstandiga mathningen i svaret till forra uppgiften.

9. Utgaende fran a; finner man tre olika utokande alternerande stigar, den kor-
taste ar a1bsasbs och den ldngsta ar en hamiltonstig fran a, till b5. Den kortaste
ger den fullstandiga matchningen {a;bs, asby, azbs, asbs, asby}.
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10. Tydligen maste den andra mangden representeras av 2, sa den fjarde av 4
osv. Man far (entydigt) de olika representanterna (i ordning): 1,2,3,4,5.

Halls sats ger att de senare méangderna saknar transversal, ty unionen av de 3
forsta, {1} U {1,3} U{1,3} = {1,3}, har bara 2 element.

11. Vi skall visa att det finns en fullstandig matchning i den bipartita grafen
med elever och bocker som horn och kanter fran elever till de bocker de vill
lasa. Fran varje delméngd A av eleverna med |A| = m, gar minst mk kanter,
alla till P(A). Men om |P(A)| < m — 1 kan den "ta emot” hogst (m — 1)k
kanter. Sa |P(A)| > m. Enligt Halls sats finns en fullstdndig matchning.

12. Det géller att visa att det finns en fullstindig matchning i den bipartita
grafen med tentander och uppgifter som hérn och kanter precis da tentanden
klarat uppgiften. Tag en delméngd A till tentanderna. Om A # @ ar |P(A)| >
4 (varje tentand klarade minst 4 uppgifter) och om |A| > 4 &ar |P(A)| = 10
(varje uppgift klarades av minst 6 tentander, sa nagon i A). Halls sats ger
resultatet.

13. Betrakta den bipartita grafen med A;ma som X-horn och Bj:na som Y-
horn och en kant mellan A; och B; precis om A; N B; # @. Halls sats. En
fullstandig matchning i den grafen motsvarar en gemensam transversal.



