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1. Med n horn i grafen ar mojliga valenser 0,1,...,n—1, men 0 och n —1 kan
inte bada forekomma om n # 1. Postfacksprincipen.
2. Nej. Den véanstra ér inte bipartit (a, b, ¢ alla grannar), men det &r den
hogra (inga grannar av samma paritet).
3. Smakubernas grannférhallanden beskrivs av en bipartit graf, dar mittkuben
ar av minoritetstyp.

i) 0,2,3,3,4,4,5 : omgjligt, ty summan av valenserna
skall vara 2 ganger antalet kanter, ett jamnt tal.
ii) 2,3,3,3,3,3,3 : mojligt, se figuren till hoger.
iii) 2,2,3,5,5,5,6 : omojligt, ty de tre forsta hérnen kan
ha hogst 7 kanter till de sista fyra, men dessa maste ha
minst 9 kanter till de forsta tre (minst 2,2,2,3 "utat”).
5. T.ex. kubgrafen (hérn och kanter i en kub) och tva stycken K, (som en
graf).
6. Lat hornens valenser vara 1,3,3,4,5,6,7,z. Summan av
valenserna skall vara 2 ganger antalet kanter, ett jamnt tal,
sa x ar udda och < 7. z = 1 ar omdjligt, ty hornen med
valenser 6,7 medfor att det gar minst 3 kanter till varje par av
horn. x = 7 ar ocksa oméjligt, ty tva horn med valens 7 skulle
innebara att alla horn hade valens minst 2. x = 3,5 gar bada,
se fig. (utan och med den prickade kanten). Ett sétt att finna
dessa ar att notera att en graf med valenser 1,3,3,4,5,6,7,x
finns omm en med valenser 0,2,2,3,4,5,x — 1 finns omm en
med 1,1,2,3,x — 2 finns omm en med 1,2,2,z — 2 finns etc.

7. En mojlighet ar dessa grafer ( boken ger andra i ovmng 6.39).

I

8a. Om rutorna dr omvéxlande svarta och vita (som pa ett vanligt schack-
bride) leder varje drag fran svart till vit eller fran vit till svart. Eftersom den
skall aterkomma till startrutan maste det finnas lika manga svarta som vita
rutor (om den gor minst ett drag), dvs totalt ett jamnt antal.

b*. Antag att det funnes en sadan sluten vég (dvs en hamiltoncykel). Farga
nu rutorna i rad 1 och 4 roda och de i rad 2 och 3 bla. Da kan springaren
aldrig ga fran rod till rod och eftersom bradet har lika manga av varje farg,
maste varannan ruta den besoker vara bla och varannan rod. Men detsamma
galler for de svarta och vita rutorna i den vanliga fargningen (som i a.). Det
betyder att alla roda rutor vore vita eller alla svarta. Motsagelse.

9. Enligt figuren ar grafen bipartit. Eftersom den har ett

udda antal horn kan den inte ha nagon hamiltoncykel (en m
sadan maste ha vartannat svart och vitt horn, dvs lika manga

av vardera), sa svaret Ar nej.
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10. Om grafen G = (V, E) ar osammanhéngande, finns disjunkta V; # &, ¢ =
1,2 med V = V; U V5, och inga kanter mellan dem. Om x € Vi,y € V,, galler
8(2) < IVi] — 1,6(y) < [Val — 1, s () + 6(y) < |V| + Vol — 2 = — 2

11. Om den bipartita grafen G = (X UY, E) har |X| =k, |Y| = n — k géller
att 6(x) < n —k for x € X, sa (i alla kanter ingar precis ett © € X) antalet
kanter e < k(n —k) = (%)* — (5 — k)* < (5)*

12a. 6; =v—1—06;, i=1...v. b. Direkt ur a.

c. De ar komplementgrafer till 2-reguljara grafer med 8 horn. Det finns bara 3
sadana: Cg, C5 + C3, Cy + Cy. (Dér C, ar cykelgraferna, dvs 2-reguljéra och
sammanhéngande grafer med n horn.)

13. Foljer av att >\, 6(v) = 2|E|.

14. Eftersom ) ., 0(v) = 2-28 = 56 och alla §(v) > 3, maste |V| < 18.
En graf med 18 horn och 28 kanter ges av tva kopior av kubgrafen med tva
disjunkta kanters mittpunkter "hopsnorda” till ett nytt horn.

15. Om hornen z,y ligger i olika komponenter i G, #r xy en vig i G. Om de
ligger i samma komponent och z ligger i en annan, ar zzy en vig i G.

16. Det finns 11 stycken olika.
17. Grafen ar en skog, sa varje komponent ar ett trad (sammanhéngande och

acyklisk) och har darfér 1 hérn mer &dn kanter. Med n komponenter blir det n
fler horn, sa antalet komponenter ar 43.

18. Rita (om man t.ex. ritar K, som en tetraeder uppifran, kan det femte
hornet var det én placeras forbindas med 3 horn).

19. v—e+r =2 (Euler) ochdv=>" _, 0(x)=2e=2-16,sar=2—v+e=
2—-8416 = 10.

20. Lat en plan version av grafen ha r ytor. Da galler (G &r sammanhingande
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och inte ett trad, sa kanterna kring varje yta innehaller alla kanter i minst en cykel och &r alltsa
minst k st) v — e + 1 = 2 och kr < 2e, sa 2 §v—e+%e:v—%e, som ger
e < 2 (v-2).

Petersens graf har v = 10, e = 15 och k = 5. (Den blir inte planir ens om
man tar bort en kant, eller om man tar bort ett hérn och dess kanter.)

Om man tar bort hérn a och dess kanter och suddar ut b, e, f (och gor deras
tva kanter till en) &r den uppkomna grafen bipartit, med hornméangder X =
{¢,i,j} och Y ={d, g, h}. Alla hérni X &r grannar med alla i Y, sa grafen ar
isomorf med K33 3. Kuratowskis sats ger att Petersens graf inte &r planér.

Om man kontraherar kanterna af, bg, ch, di, ej fas en graf som ar isomorf
med K5. Wagners sats ger att Petersens graf inte ar planar.

Eftersom suddandet av ett horn kan uppfattas som en kontraktion av en kant,
kan samma konstruktion som ovan ocksa anviandas for att visa att Wagners
sats ger att Petersens graf inte ar planar. Déremot kan man inte fa Ky for
Kuratowskis sats (eftersom operationerna dér inte kan oka valensen for ett
horn).

21. 12 hérn och 11 ytor ger e = 12+ 11 — 2 = 21 kanter. Lat det finnas x horn
med valens 3 (sa 12 — x horn med valens 5). Da fas 3z +5(12 — z) = 2e = 42,
sa x = 9. Alltsa 9 horn med valens 3 och 3 horn med valens 5.

22. Lat x,y vara antalen ytor med 4 respektive 6 kanter. Da géller v — e+ (x +
y) = 2 och 3v = 2e = 4z + 6y. De ger x = 6, medan v, e och y inte bestdms
entydigt. Det finns alltsa 6 ytor med 4 kanter.



