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1. |U(Zey)| = 32.
2a. (g1,92)" = (1,1) omm myz | k, sa o((g1, 92)) = mgm(o(g1), 0(g2)).
b. Zu, ar cyklisk (ty o(1) = mn) och isomorf med Z,, X Z, omm det finns
g € L, h € Zy, med mgm(o(g),o(h)) = mn, dvs omm mgm(m,n) = mn (ty
o(g) | m, o(h) | n, o(1) = m resp. n), dvs Sgd(m, n) = 1.
- Ja, ((g1,92)) = (g2, 91) &r en isomorfi.
. Ja, verifiera att H; x Hy dr # &, sluten under o och ~1.
.Gy x {1} ={(g1,1) | g1 € G1} &r en normal delgrupp till G; x Gs.
. 39,40 | |G|, s& m = 39 - 40 = 1560. G kan vara (Zise0, +).-
a vore identitetselementet, sa o(b) vore 2. Omdjligt, ty |G| ar udda.
5a. Rotationsaxlar och speglingsplan nedan gar genom tetraederns tyngdpunkt.
Typ Antal Paritet Exempel Stel avbildning av rummet
[17] 1 jamn  4d = (1) identitetsavbildningen
[1?22] 6 udda (12)  spegling i ett plan innehallande kanten 34
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[22] 3 jamna (12)(34) rotation 7 kring en axel genom 12:s och
34:s mittpunkter
[13] 8  jémma  (123) rotation +2T kring en axel genom 4

[4] 6 udda  (1234) rotation 7 kring en axel genom 13:s och
24:s mittpunkter, foljt av en spegling i ett
plan vinkelratt mot axeln

b. Jamna permutationer svarar mot rotationer, udda mot avbildningar som
innehaller (ett udda antal) speglingar.

c. N ar (dndlig och) sluten under gruppoperationen, alltsa en delgrupp.
(12)N ={(12),(34),(1324),(1423)} = N (12)
(I13)N={(13),(24),(1234),(1432)} =N (13)

(14N ={(14),(23),(1243),(1342)} =N (14)

(123)N ={(123),(134),(142),(243)} = N (123)

(132) N ={(132),(143),(124),(234)} =N (132)

Alla vénstersidoklasser &r alltsa hogersidoklasser (ocksa N sjalv, forstas), sa
N ar en normal delgrupp.

(Att N ar normal foljer ocksa av att gNg=' = {gng~' | n € N} och N bestar
av hela konjugatklasser ([1*] och [2?]) av element i G.)

Eftersom operationen i kvotgruppen G/N ges av (g1 N)(g2IN) = (g9192) N och
varje sidoklass innehaller precis en permutation © med 7(4) = 4, & G/N iso-
morf med gruppen av dem, sa med Sz, G/N ~ Ss.

6. Upprepad polynomdivision, analogt med heltal uttryckta i bas ¢.
x5+§x4+2—0x3+§x2+%: (23 + 222+ 2 - D@2 +2+3) + 5o+ 5,
B +i?+ B —I=(z-Y@*+r+i)+20-1,

S& by(x) = — 3, bi(x) =22 — 1, bo(x) = 52 + 5.
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7. Vi anvénder att om z € Z[i] &r irreducibelt (ett gaussiskt primtal) maste
|2|? vara ett ”vanligt” primtal eller kvadraten av ett och om |z|? &r ett ”vanligt”
primtal eller kvadraten av ett som ar =4 3 ar z ett gaussiskt primtal.

(I sjélva verket géller att om |z|? = p2, p ett "vanligt” primtal =4 1, &ir z inte ett gaussiskt primtal, men det
har vi inte visat an.)

Eftersom |2 +4|> = 5, |3+ > = 10, |4 + i[> = 17, |5]* = 25, |7|> = 49 =
7214+ 3i]* = 25,15 =3-5,|7— > = 50, [8+i]*> = 65 = 5 - 13 ger det att
2414, 441 och 7 ar gaussiska primtal, att 3+, 15, 7 — 4 och 8 47 inte ar det
och att 5 och 4 + 37 maste undersokas (i sjalva verket inte gaussiska primtal enligt ovan).
For att finna faktoriseringar anvander vi att |2129|* = |21 [?|22|%.

3 + ¢ maste ha en primfaktor 2; med |z;|?> = 2. Vi dividerar med 1 + ¢ och
finner att 34 ¢ = (1 +14)(2 —4), ddr bada faktorerna &r irreducibla.
5=22+4+1%sa 5= (2+1)(2—1), bada faktorerna gaussiska primtal.

Om 4+ 3i = 2122 och |21 2] # 1 maste |z1]| = |z2| = 5. Vi prévar med 2 £ och
finner att (2414) 1 (4 + 3i), men 4+ 3i = (2 —4)(1 + 2i) = i(2 —1)2.

3 ar ett gaussiskt primtal, men 5 = (24 14)(2 — ), sa 15 = 3(2 +4)(2 — 19),
faktorerna primtal.

|7 —i|? = 2-5% Vi provar med en faktor 1+ (med |1 + i|*> = 2) och finner
att 7T—i=(1+4)(3—4) = (1+14)(2—1)>

8 + i maste ha en faktor med |z|> = 5, sa vi provar med 2 + ¢ och finner
8+1=(2—1)(3+ 27).

8. Euklides algoritm.

— ) 1 7 Den forsta kvoten fas enklast ”for hand”,
214370 = (1+4)(26 +124) + (7 —1), 21+ 37 =1-(26+12i) + (=5 + 25i) =

26+ 120 = (3+2i)(7—14) + (3+1), = (1+14)(26 + 12i§+(7—i).
T —1 = (2 — Z) (3 —+ Z) + O, For den andra, finn % = %(34-1— 221)
sa sgd(21 + 374,26 + 124) = 3 + 3.
"Baklanges”:
3+i =(26412i) — (3+2i)(7T—1) =
= (26 +127) — (34 2¢)((21 + 374) — (1 +4)(26 + 127)) =
= (=3—-2¢)(21 +371) + (1 + (34 24)(1 4+ 9))(26 + 124) =
= (=3 —2i)(21 + 37i) + (2 4 57)(26 + 121),
sa vi kan ta a« = —3 — 2¢, B8 = 2 4+ 5i.
9*. Genererande funktioner. Om ay, as,... och by, by, ... &ar antalen sidor
med 1, 2,... 6gon pa de tva térningarna och polynomen f(z), g(x) ges av

fl@) =527 Lana™t, g(z) = D207 bpa™ ! géller (varfor?) f(z)g(z) = (1+
z+a? . +2%)? = et - 1) = % = (z+1)2*2* -z +
1)%(2* + 2 + 1)%. Dessa faktorer kan inte faktoriseras mer som reella polynom,
sa (entydig faktorisering och alla a,, b, &r naturliga tal) f(z) och g(z) skall
"dela pa” de sex faktorerna. Eftersom f(1) = g(1) = 6 maste bada innehalla
(r+1)(z*+2+1), sa den enda mojligheten att fa ”ovanliga” tarningar ar med
f(z) = (z+1) (2 —2+1)* (22 +2+1), g(x) = (z+1)(x*+2+1) (eller tvartom),
dvs f(z) = 2"+ a5 +xt + 23+ 2%+ 1, g(x) = 23+ 22% 4+ 22+ 1. Alla koefficienter
dr har naturliga tal (inga &r negativa), sa det finns precis en mdjlighet till
ovanliga tarningar med den onskade egenskapen. Den ena tarningen skall ha
1, 3, 4, 5, 6, 8 6gon pa sidorna och den andra 1, 2, 2, 3, 3, 4.




