KTH Matematik SF1610, Diskret matematik for CL2, vt 2012

Svar och losningsforslag till 6vningsks 2.

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) Endast om B C A sa giller att BN A = A.
[Nej, det senare betyder precis att A C B.] ><

b) Om en funktion f :Z — N &r bade en injektion och en
surjektion ar den sakert inverterbar. X

[Javisst, den &r en bijektion, sa inverterbar.]

c) (A\ B)®= B¢\ A° giller for alla méngder A och B.
[Nejda, alla B:s element ingar t.ex. i VL, inte i HL(=VL®).] ><

d) En anti-symmetrisk relation &r alltid reflexiv, men inte
siakert tvartom. X

[Nej, t.ex. den tomma relationen ar anti-symmetrisk, men inte reflexiv.]
e) Om f &r en injektiv funktion fran méngden A till
méangden B och |A| = |B| < oo sa dr f bijektiv. X

[Ja, den blir ocksa surjektiv, sa bijektiv.]

f) De rationella talen ar en upprikneligt oandlig méngd.
[Ja, ett standardexempel. Forsta boken sid. 256.] ><

2a) (1p) Lat P(A) beteckna méngden av alla delméngder till en mangd A.
Bestam antalet element i P({@,{@}}).

Losning:

Mingden {@,{@}} har tva element, sa 22 = 4 olika delmangder, boken sid.
87 (eller multiplikationsprincipen, sid. 115). De dr @, {@}, {{2}},{2,{2}}.
Svar: 4 st.

b) (1p) Avgor for var och en av foljande om det &r ett gaussiskt primtal
(dvs ett irreducibelt element i Z[i]) eller inte: 5+ 2i, 3+, 13, 5 — 124, 19.

Losning:

Gaussiska primtal: 5+ 2i (ty |5+ 2i|* = 29, ett primtal) och 19 (ty ett primtal
och =4 3),

inte gaussiska primtal: 3+ (ty [3+4]> =10 =2-5), 13 = (3+24)(3 — 2i) och
5 — 12i (ty |5 — 122 = 169 = 132, 13 =, 1).

c) (1p) Ange en bijektiv funktion fran R till R, dar R betecknar de reella talen.

Losning:
"Bijektiv” betyder ”surjektiv och injektiv”. Ett enkelt exempel ar f(x) = .




3) (3p) R pa P(N) ér sann for A, B € P(N) precis om det finns en surjektion
f:+A— B. Ar R reflexiv, symmetrisk, anti-symmetrisk och/eller transitiv?

Losning:

R ar reflexiv, ty id4 : A — A ar en surjektion for alla A. R &r inte symmetrisk,
ty det finns en surjektion : {0,1} — {0}, men ingen at andra hallet. Den &r
inte anti-symmetrisk, ty det finns surjektioner mellan {0} och {1}, men de
ar olika mangder. Den ar transitiv, ty om f : A — B och g : B — C ar
surjektioner, ar gf : A — C' en surjektion.

Svar: R ar reflexiv och transitiv, men inte symmetrisk eller anti-
symmetrisk.

4) (3p) Vi skall visa att om X # @ har f : X — Y en vénsterinvers, dvs
g:Y — X med g(f(x)) =z, om och endast om f &r injektiv.

Losning:

"Endast om”: Lat gf = idx. Om f(z1) = f(x2), x; € X &r 21 = g(f(x1)) =
g(f(x2)) = x9, sa f &r injektiv.

"Om”: Lat f vara injektiv och vélj ett element ¢ € X(# @). Omy € Y
uppfyller y = f(z) for nagot x € X, lat g(y) = x. Eftersom f ar injektiv
finns hogst ett sadant x. Om y # f(z) for alla x € X, lat g(y) = a. Da blir
g(f(z)) = x for alla z € X.

Saken ar klar.

5) (3p) Anvénd induktion for att visa att formeln 14+2+34...+n = "("2“)
galler for allan =1,2,3,....

Losning:

Bas: VL, =1, HL; = 1(12“) = 1. Pastaendet stammer for n = 1.

Steg: Antag VL, = HL,,
daVL,,1=1+24+...4n+(n+1)=VL,+(n+1) =
HL, + (n+1) = 22 4 (n 1) =

(n+1)(2+1) = 202 _gp,

Sa VL; = HL; och VL, = HL,, = VL,,,; = HL,,,; forn =1,2,.. ..
Enligt induktionsprincipen galler pastaendet for n =1,2,. ..




