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Svar till 6vning 11, den 16 maj 2012

1. Det finns 11 stycken olika.

2. Grafen ar en skog, sa varje komponent &ar ett trid (sammanhéngande och
acyklisk) och har darfér 1 hérn mer &n kanter. Med n komponenter blir det n
fler horn, sa antalet komponenter ar 43.

3. Rita (om man t.ex. ritar K; som en tetraeder uppifran, kan det femte
hornet var det &n placeras férbindas med 3 horn).

4. v—e+r=2(Euler)ochdv=>" _, 6(zr)=2e=2-16,sar=2—v+e=
2—-8+416 = 10.

5. Lat en plan version av grafen ha r ytor. Da géller (som i 10.) v—e+r =2
k—2

och kr < 2e, sé?ﬁv—ejt%e:v—Te, somgeregﬁ(v—Q).
Petersens graf har v = 10, e = 15 och £k = 5. (Den blir inte planir ens om
man tar bort en kant, eller om man tar bort ett horn och dess kanter.)

Om man tar bort horn a och dess kanter och suddar ut b, e, f (och gor deras
tva kanter till en) &r den uppkomna grafen bipartit, med hérnméngder X =
{c,i,j} och Y = {d, g, h}. Alla horni X &r grannar med alla i Y, sa grafen ar
isomorf med K3 3. Kuratowskis sats ger att Petersens graf inte ar planar.

Om man kontraherar kanterna af, bg, ch, di, ej fas en graf som &r isomorf
med K. Wagners sats ger att Petersens graf inte ar planar.

Eftersom suddandet av ett horn kan uppfattas som en kontraktion av en kant,
kan samma konstruktion som ovan ocksa anvéindas for att visa att Wagners
sats ger att Petersens graf inte &r planar. Déremot kan man inte fa Ky for
Kuratowskis sats (eftersom operationerna dér inte kan oka valensen for ett
horn).

6. 12 horn och 11 ytor ger e = 124+ 11 — 2 = 21 kanter. Lat det finnas x horn
med valens 3 (sa 12 — x horn med valens 5). Da fas 3z +5(12 — z) = 2e = 42,

saxz =09. Alltsa 9 horn med valens 3 och 3 horn med valens 5.

7. Lat x,y vara antalen ytor med 4 respektive 6 kanter. Da géiller v — e+ (z +
y) = 2 och 3v = 2e = 4z + 6y. De ger x = 6, medan v, e och y inte bestdms
entydigt. Det finns alltsa 6 ytor med 4 kanter.

8. Kalla hérnen 000,001,...,111 (xyz-koordinater fér hérnen). Grannar &r hérn
vars koordinater skiljer i precis en position. Grafen ar bipartit och en 2-
fargning far man genom att ordna hornen sa att alla (utom det forsta) ar
granne med nagot tidigare, t.ex. 000,001,010,011,100,101,110,111. For att fa
fler farger tar man ordningar som ger fel farg till det andra hérnet etc.
3-fargning med t.ex. 000,111,001,010,011,100,101,110 och

4-fargning med t.ex. 000,111,001,110,010,011,100,101.

9*. Betrakta alla fargningar av hornen i G med tva farger. Bland dem finns
en med det minsta antalet "kollisioner” (dvs enfargade kanter). En sadan
fargning loser problemet, ty om ett horn hade samma farg som mer an héalften
av sina grannar, skulle det bli farre kollisioner om det bytte farg.
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10*. Lat i en minimal fargning av G n; st horn ha farg i = 1,..., x(G). Alla
horn som har samma firg i G maste ha olika firg i G, sa n; < x(G), alla i.
Dirmed n =ny 4+ ny + -+ ny(q) < X(G) + -+ + x(G) = x(G) - x(G).

11. Kalla hornen (i ordning) 1,2,3,4,5. 1 kan firgas pa A sétt. For vart och
ett av dessa fas tva fall, om 2 och 5 har samma eller olika farger. I det senare
fallet kan 3 ha samma farg som 5 eller inte. Man far Pg(\) = A((A — 1)%(\ —
D+ A=1A=2)(A=1D+A=2)))=--=XA=1)(A=2) (N2 =21 +2) =
A=1P°—=(A=1).

Med rekursionsformeln, P, (A\) = Pr(\) — Po,(A) = Pr,(A) — (Pr,(\) —
Po,O) = XA =D = XA =12+ XA =-1)A=2) = -+ = XA = 1)(A —
2)(()\ - 1)2 + 1). (T, &r ett trad med n horn.)

12. Att de tva hogstagradstermerna dr A" — |E|A\""! visas med rekursions-
formeln for Pg(\) och induktion éver antalet kanter.

13. For var och en av de Pg, (M) st fargningarna av G, finns det #&)ﬂmﬂ)

fargningar av Gy som fortsitter den. Pg,(\) ar ju ndmligen A(A — 1) ... (A —
m + 1)-(antalet sitt farga G5 med givna (olika) farger for hornen i V3 N V4).

Pg(>\) = fi‘g—;i)f) = )\()\ - 1)2()\ — 2)3. (Fas ocksa med kombinatoriskt resonemang.)



