Matematik, KTH SF1662, Diskret matematik for CL1, vt 2012
B.Ek

Svar till 6vning 10, den 9 maj 2012

1. |G| =|G,| - |Gx| om G verkar pa en méngd X, dir = € X.

Da z ar ett horn fas |G1| =4 (fyra rotationer kring en axel genom oktaederns mittpunkt
och hérnet) och |Gl‘| = 0 (hornet kan rotera till alla oktaederns hérn).

Om z &r mittpunkten av en sidoyta fas pa liknande sétt |G,| = 3, |Gx| = 8.
[ bada fallen blir |G| = 24.

2. Burnsides lemma. (Den regelbundna) tetraederns grupp av symmetriro-
tationer har 12 element: Identitetselementet (bevarar alla konfigurationer,
| Xia| = k°), atta rotationer +2F kring axlar genom ett horn och mittpunkten
av motstaende sidoyta (bevarar konfigurationer med samma férg pa kanterna
vid hornet och samma pa kanterna vid sidoytan, | X,| = k%) och tre rotationer
7 kring axlar genom mittpunkterna av motstaende kanter (bevarar konfigura-
tioner med ovriga fyra kanter parvis likfargade, | X,| = k*).

Lemmat ger antalet viisentligt olika firgningar, 75 (k® + 3k* + 8k?).

3. RSAmedn=77=7-11,sam = (7—1)(11 — 1) = 60.

a. sgd(45,m) = 15 # 1, sa 45 duger inte som e.

b. Euklides algoritm ger 1 = —8 - 60 + 37 - 13, sa d = 37.

c. 3 krypteras som E(3) = 3! (mod 77). Man finner (3> = 9,3* = 81 =
4,32 =16) 31 =23%.31.3=16-4-3 =38 (mod 77), sa 3 krypteras som 38.
d. 2 avkrypteras som D(2) = 237 (mod 77). Man finner D(2) = 51.

4. RSA med n =265 =5-53,sam = (5—1)(53 — 1) = 208. e = 37 och Euk-
lides algoritm ger 1 = —8-208 +45-37, sa d = 45. Meddelandet 2 avkrypteras
alltsa som D(2) = 2%° = 147 (mod 265), sa som 147.

5. E(r) = 718° = 718" (mod 1333) och e = 143 = (10001111)s.

r? = 7182 = 515524 = 986 (mod 1333), z* = 986% = 972196 = 439 (mod 1333)
ete. ger B(x) = x'28.28 2% 22 .2 = 986-769-439-986- 718 = 707 (mod 1333),
sa E(718) = 707.

Alternativt kan man rikna sa (eftersom 143 = (10001111),):

B(x) = (12 2)?- 12 12~ 1 2)2 - 2)° - 2)% - (mod 1333),

Ps.s. fas B(719) = ((((((12 - 719)2 - 1)2 - 1)2 - 1)2 - 719)2 - 719)2 - 719)? - 719 =
... =615 (mod 1333) och E(719) = 615.
n = 1333 = 31 - 43 ger m = 30 - 42 = 1260.
Euklides algoritm: 1260 = 8-143+116, 143 = 1-116+27, 116 = 4-2748, 27 =
3-843,8=2-3+2,3=1-2+1,sa1=3-2=3-(8-2-3)=—-8+3-3=
<o = —53-1260 + 467 - 143, sa vi tar d = 467.
Man finner D(707) = 707%7 = ... = 718 och D(615) = 615%7 = ... = 719
6. Vi gor fermattestet med bas 2: 262 = (26)1022 = 6410 .4 =194 =4 #1
(mod 63), sa fermattestet ger att 63 inte &r ett primtal.
7. Eftersom 101 &r ett primtal och 101 1 43, géller (Fermats lilla sats) att
4319 = 1 (mod 101) och 43139702 = (43100)1397 . 432 = 11397 . 1849 = 31
(mod 101).
8. Med n horn i grafen ar mojliga valenser 0,1,...,n—1, men 0 och n — 1 kan
inte bada forekomma om n # 1. Postfacksprincipen.
9. Nej. Den vénstra ar inte bipartit (a, b, ¢ alla grannar), men det &r den
hogra (inga grannar av samma paritet).
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10. Smakubernas grannforhallanden beskrivs av en bipartit graf, dér mitt-

kuben ar av minoritetstyp.
11. 1) 0,2,3,3,4,4,5 : omdjligt, ty summan av valenserna

skall vara 2 ganger antalet kanter, ett jamnt tal.

ii) 2,3,3,3,3,3,3 : mojligt, se figuren till hoger.

iii) 2,2,3,5,5,5,6 : omdjligt, ty de tre forsta hornen kan

ha hogst 7 kanter till de sista fyra, men dessa maste ha

minst 9 kanter till de forsta tre (minst 2,2,2,3 "utat”).

12. T.ex. kubgrafen (hérn och kanter i en kub) och tva stycken K, (som en
graf).

13. Lat hornens valenser vara 1,3,3,4,5,6,7, . Summan av
valenserna skall vara 2 ganger antalet kanter, ett jamnt tal,
sa x ar udda och < 7. x = 1 ar omdjligt, ty hornen med
valenser 6,7 medfor att det gar minst 3 kanter till varje par av
hérn. = = 7 ar ocksa omgjligt, ty tva horn med valens 7 skulle
innebara att alla horn hade valens minst 2. x = 3,5 gar bada,
se fig. (utan och med den prickade kanten). Ett sétt att finna
dessa ér att notera att en graf med valenser 1,3,3,4,5,6,7,x
finns omm en med valenser 0,2,2,3,4,5,x — 1 finns omm en
med 1,1,2,3,z — 2 finns omm en med 1,2,2, x — 2 finns etc.

14. En mOJllghet ar dessa grafer ( boken ger andra i 6vning 6.31).

I

15a. Om rutorna dr omvéxlande svarta och vita (som pa ett vanligt schack-
briade) leder varje drag fran svart till vit eller fran vit till svart. Eftersom den
skall aterkomma till startrutan maste det finnas lika manga svarta som vita
rutor (om den gor minst ett drag), dvs totalt ett jamnt antal.

b. Antag att det funnes en sadan sluten véig (dvs en hamiltoncykel). Féarga nu
rutorna i rad 1 och 4 réda och de i rad 2 och 3 bla. Da kan springaren aldrig
ga fran rod till rod och eftersom bradet har lika manga av varje farg, maste
varannan ruta den besOker vara bla och varannan rod. Men detsamma, géller
for de svarta och vita rutorna i den vanliga fargningen (som i a.). Det betyder
att alla roda rutor vore vita eller alla svarta. Motsagelse.

16. Enligt figuren ar grafen bipartit. Eftersom den har ett

udda antal hérn kan den inte ha nagon hamiltoncykel (en m
sadan maste ha vartannat svart och vitt horn, dvs lika manga

av vardera), sa svaret ar nej.

17. Om grafen G = (V, F) ar osammanhéngande, finns disjunkta V; # &, i =
1,2 med V = V; UV, och inga kanter mellan dem. Om x € Vi, y € V5, galler
o(z) < Vi[ = 1,6(y) < [Va| = 1,88 0(x) +0(y) < [Vi| +|Vo| =2 =n —2.

18. Om den bipartita grafen G = (X UY, E) har | X| =k, |Y| = n — k géller
att 0(z) < n —k for v € X, sa (i alla kanter ingar precis ett x € X) antalet
kanter e < k(n —k) = (2)* — (3 —k)* < (3)*

19a. & =v—1—46;, i=1...v. b. Direkt ur a.

c. De ar komplementgrafer till 2-reguljara grafer med 8 horn. Det finns bara 3
sadana: Cg, Cs5 + C3, Cy + Cy. (Dér C, ar cykelgraferna, dvs 2-reguljira och
sammanhéngande grafer med n horn.)

20. Foljer av att > _, d(v) = 2|E|.
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21. Eftersom ) _,6(v) = 2-28 = 56 och alla 6(v) > 3, maste |V| < 18.
En graf med 18 horn och 28 kanter ges av tva kopior av kubgrafen med tva
disjunkta kanters mittpunkter "hopsnorda” till ett nytt horn.

22. Om hérnen z,y ligger i olika komponenter i G, &r zy en vig i G. Om de
ligger i samma komponent och z ligger i en annan, &r zzy en vig i G.



