Matematik, KTH SF1662, Diskret matematik for CL1, vt 2012
B.Ek

Exempel for ovning 5, den 2 mars 2012

1. Avgor om sambandet f(x) = x? definierar en injektiv, surjektiv, bijektiv
och/eller inverterbar funktion i f6ljande fall

a.f:R—>R b.f:RzOHR, C.fZRHREO d'f:REO_)RE(}

R>¢ betecknar hir de icke-negativa reella talen {z € R | z > 0}.

2. Ar f: Zy — Zg injektiv, surjektiv, bijektiv och/eller inverterbar da

a. flx)=2>+3x+7, b. f(x)=23+4x+5, c. f(x)=2%+5x+4?

3. Avgor om f : Zyn1 — Zama, f(x) = 16322 + 1792 &r injektiv, surjektiv,
bijektiv och/eller inverterbar.

4. Avgorom f : Zyn1 — Lo, [f(x) = 22417212 +1066 &r injektiv, surjektiv,
bijektiv och/eller inverterbar.

5. Ge exempel pa mangder X,Y, Z och funktioner f: X — Y, g:Y — Z, sa
att sammansattningen gf : X — Z ar en bijektion, trots att varken f eller g

ar det.
Lite svarare: Samma uppgift, men med kravet att X =Y = Z.

6. Lat A vara en méangd och f: A — A en funktion sadan att ff = id4, dvs
f(f(z)) = for alla x € A. Visa att f ar en bijektion.

7a. Finns det f: R — Qoch g: Q — R, sa att gf : R — R ar en bijektion?
b. Finnsdet f: Q — R och g: R — Q, sa att gf : Q — Q &r en bijektion?
8. Hur manga positiva delare till talet 2646000 finns det?

9. Hur manga udda tal mellan 1000 och 10000 har (bas 10) alla siffror olika?

10. Pa hur manga sétt kan 13 personer placeras pa 13 olika stolar kring ett
runt bord, utan att Lisa och Olle (som &r bland de 13) sitter bredvid varandra?

11*. Enligt den sats av Cantor som presenterades pa forelasningen ar potens-
mangden till N inte uppraknelig, dvs det finns 6verupprakneligt manga mangder
av naturliga tal, |[P(N)| > |NJ.

Visa att antalet andliga mangder av naturliga tal ar upprakneligt, dvs

|Prin(N)| = INJ,
dar me(N) = {A | ACN, |A| < OO}
Ledning: Det finns en enkel bijektion mellan N och Py, (N). Ténk binéra tall

12*. (En klassisk illustration av mérkligheter med oéndligheten.)
Vi har en (stor) lada och ett (upprikneligt) oéndligt antal bollar, numrerade

0, 1, 2,.... Fran borjan ligger bara boll nummer 0 i ladan.
Vid varje tidpunkt ¢t = —2%, n=20,1, 2,... tar vi ut och kastar bort den lagst

numrerade bollen och lagger i alla aterstaende bollar upp till nummer 2™.
Under allt kortare intervall kommer alltsa foljande bollar att ligga i ladan:

0; 1, 2; 3,4; 4-8; 5-16; 6-32; T7-64; 8-128;...

Hur manga bollar ligger i ladan vid ¢ = 0 (efter ett odndligt antal operationer)?
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13**. Pa en forelasning visades att om man utgar fran 6 punkter och mellan
varje par av dem drar antingen en rod eller en bla linje, uppstar minst en
enfargad triangel.

a. Visa att det i sjdlva verket blir minst tva enfargade trianglar.

b. Visa att om man i stallet utgar fran 10 punkter och gor pa samma sitt,
uppstar antingen en helt rod triangel eller en helt bla "tetraeder” (dvs fyra
punkter som alla parvis dr féorbundna med bla linjer).

c. Visa att det i b racker med 9 punkter.



