Matematik, KTH SF1662, Diskret matematik for CL1, vt 2012
B.Ek

Svar till 6vning 3, den 10 februari 2012

1. Induktion 6ver n.
Bas: VL1 =1-2=2 HL, = % = 2, sa pastaendet ar sant for n = 1.
Steg: Antag ([ A) att det stammer for n =k, dvs VL, = HLy.

DA fis VLgy = VL + (k+ 1) (k+2) = HLy+ (k+ 1)(k +2) = 20012 4
k+1)(k+2)=(k+1)(k+2)(5+1)=(k+1)(k+2)%2 = HL;,, sd om
det stammer for n = k, stammer det ocksa for n = k + 1, steget ar klart.
Enligt induktionsprincipen géller pastaendet for alla n = 1,2,3,... Saken
ar klar.

2. Induktion 6ver k for kvadrat med sida 2%. Tag bort en L-bit vid mitten, sa
att fyra 2F~!-kvadrater med vardera en saknad ruta aterstar etc.

3. Induktion. For a.: Fka+1 + F]?+1 = Fk+1<Fk + Fk+1) = Fk+1Fk+2.

Forb.: FFpyo—IE2, = Fr(Fr4Fes1) — (Fpo1 + Fi) Frsr = —(Fem1 Frs1 — 7).
Resultatet i a. askadliggors av figuren, som illustrerar hur en rektangel med
sidor F,, och F), i kan delas upp i kvadrater med sidorna Fy, Fy, ..., F}:
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4. Vi visar pastaendet a, = 2" + 3(—1)" for n =0,1,... med induktion.
For att det skall vara den ”enkla” typen av induktion kan vi lata pasataendet vara ap = ... och ap+1 =....
Bas: ag =5 =2"143(—-1)% a; =1 =2"143(-1)!, det stimmer fér n = 0
ochn =1.

Steg: Antag ([ A) att det stammer for n =k och n =k + 1.

Dé s = aper + 2ap 2 26T 4 3(—1)RHL 4 2(2kHL 4 3(—1)F) = 2. 2k+2 4
3(—(—=1)F24-2(—1)k+2) = 2(+2+1 1 3(_1)k+2 54 det staimmer for n = k-+2.
Induktionsprincipen ger att saken ar klar.



5. Upprepad polynomd1v151on analogt med heltal uttryckta i bas t.
x+§x4+1§x3+4x2+ = (23 +2x2+13 D@ +z+3)+ Lo+ L,
3+ a:2+1—x—6 (x— ) (a2 bt )+2$ 1,

S&bQ() I—— bl()—QI—l bo()—ul"i‘%.

6. Vi anvander att om z € Z[i] ar irreducibelt (ett gaussiskt primtal) maste
|2|? vara ett "vanligt” primtal eller kvadraten av ett och om |z|* ar ett ” vanligt”

primtal eller kvadraten av ett som ar =4 3 ar z ett gaussiskt primtal.

(I sjalva verket géller att om |z|2 = p?, p ett ”vanligt” primtal =4 1, &r z inte ett gaussiskt primtal, men det

har vi inte visat.)

Eftersom |2 +4|> = 5, |3+ > = 10, |4 +i|* = 17, |5]* = 25, |7|> = 49 =
724 +3i2=2515=3-5,|7—i]> = 50, |8 + ]2 = 65 = 5 - 13 ger det att
241, 4+ 1 och 7 ar gaussiska primtal, att 3+, 15, 7— 17 och 8 4+ ¢ inte ar det

och att 5 och 4 + 37 maste undersokas.

For att finna faktoriseringar anvander vi att |212]? = |21[?]22)?.

3 + i maste ha en primfaktor z; med |z;|?> = 2. Vi dividerar med 1 + ¢ och

finner att 34 ¢ = (1 +1)(2 — i), dér bada faktorerna &r irreducibla.
5=2%+1%sa5=(2+1)(2—1), bada faktorerna gaussiska primtal.

Om 4+ 3i = 2129 och |21 5| # 1 maste |z1]| = |z2] = 5. Vi provar med 2+ och

finner att (2414) 1 (44 3i), men 44 3i = (2 —4)(1 + 2i) = i(2 — 1)2.

3 &r ett gaussiskt primtal, men 5 = (2 +4)(2 — 9), sa 15 = 3(2 4+ )(2 — 9),

faktorerna primtal.

|7 —i|* = 2-5% Vi provar med en faktor 1+ (med |1+ i|* = 2) och finner
att 7—i = (1+4)(3—4i) = (1 +14)(2 — 1)

8 + ¢ maste ha en faktor med |z|> = 5, sd vi provar med 2 + i och finner
8+i=(2—1)(3+ 2i).

7. Euklides algoritm.

P ) ; _ g Den forsta kvoten fas enklast ”{6r hand”,
21+37i = (141)(26+ 127) + (7 — i), o g O e ey e

26 + 12 = (3 -+ 22)(7 — ’l) —+ (3 + ’L), = (1 +14)(26 + 12i) + (7 — 9).
7 —14 =(2—-19)(3+14)+0, For den andra, finn 265120 = (34 4 22))
sa sgd(21 4+ 374,26 4+ 12¢) = 3 + 1.
"Baklanges”:

341 =(26412i) — (3+2:)(7—1) =
= (26 +12i) — (34 24)((21 +371) — (1 +4)(26 4 124)) =
= (=3 —2¢)(21 +37) + (1 + (34 24)(1 4+ ¢))(26 + 127) =
= (=3 —2i)(21 + 37i) + (2 + 52)(26 + 12i),
sa vi kan ta a« = —3 — 21, B = 2 + 5a.



