KTH Matematik Diskret matematik for CL, vt 2010

Svar och l6sningsforslag till 6vningsks 3.

1) (For varje delfraga ger ratt svar %p, inget svar Op, fel svar —%p.
Totalpodngen pa uppgiften rundas av uppat till ndrmaste icke-negativa heltal.)

sant | falskt

a) Om de édndliga grupperna G; och Gy &r isomorfa sa ar
de lika stora. [Ja, isomorfin &r en bijektion mellan dem.] X

b) Tva grupper som ér lika stora &r alltid isomorfa.
[Nej, t.ex. S och (Zg,+) &r lika stora, men inte isomorfa.] X

c) Sidoklasser till en och samma delgrupp H till en grupp
G ar lika stora. [Ja, de &r bada lika stora som H.|

d) Varje grupp har minst en cyklisk delgrupp.
[Ja, varje element genererar en cyklisk delgrupp.]

e) Lagranges sats siger att om H &ar en delgrupp till G sa
giller att talet |H| delar talet |G|. [Ja, faktiskt.]

f) Om elementet g i en grupp G med gruppoperationen o
har ordning 20 sa har elementet g o g ordning 10.
[Ja, (gog)¥ = e for k = 10, men inte for mindre & > 0.]

X | X | X | X

2a) (1p) Lat gruppen G ha vidstaende grupptabell. ola b ¢ d f
Bestam ett element x i G sadant att bxd = c. ala b ¢ d f
blb ¢ d f a
cle d f a b
dld f a b c
flf a b ¢ d

Losning;:

Eftersom bb = ¢, giller bxrd = ¢ omm xd = b (multiplicera med b~! fran
véanster). Men dd = b, sa xd = b omm = = d, p.s.s.

Svar: x = d.

b) (1p) Skriv nedanstaende permutation ¢ som en produkt av disjunkta cykler:

(12345678
Y=\ 23576148/

Losning;:
Eftersom ¢(1) = 2,¢(2) = 3,¢(3) = 5,¢(5) = 6 o.s.v., far man
svaret: ¢ ges av (12356)(47)(8). Det kan ocksa skrivas (12356)(47).




c) (1p) Gruppen (Zs,+) &ar isomorf med vidstaende
grupp. Ange en isomorfi mellan grupperna.

Losning;:
Identitetselementen motsvarar varandra och i detta fall ser man att strukturen

bevaras hur man an fortsatter bijektionen, sa
svar: ¢(0) = e och ¢(1) = a,9(2) = b eller (1) = b, v(2) = a.

3) (3p) Betrakta gruppen (Z;3 ~ {0},-). Avgdr om denna grupp genereras av
elementet 2.

Losning:

Fragan &r om varje element i Z3 \ {0} kan skrivas som 2", nagot n.
n|l1 2345 6 7 89 10 11 12
2712 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 1
element i gruppen finns med pa andra raden,

svar: Ja, Z3 \ {0} genereras av elementet 2.
Alternativt: 2 genererar gruppen omm o(2) = 12, gruppens ordning, och efter-
som o(2) | 12, ricker det att verifiera att (2!, 22, 23) 21 26 £ 1.

Man finner och eftersom alla

4) (3p) Lat ¢ = (1 324 5) och v = (1 2 5)(3 4) vara permutationer pa
méangden {1,2,3,4,5}. Bestdm ordningen av elementet ¢v?.

Losning;:

7= (125)(34)(125)(34) = (152)(3)(4),

sd @y =(13245)(152)(3)(4) = (1)(23)(45).

Permutationens ordning ar minsta gemensamma multipeln till cykellangderna,
sd svar: ~2:s ordning ar 2.

5) (3p) Bestam en delgrupp med tre element till  o|e a b ¢ d f
den grupp G som har vidstaende grupptabell: ele a b ¢ d f
ala b c d f e
blb ¢ d f e a
cle d f e a b
dld f e a b c
flf e a b ¢ d

Losning:

Man kan betrakta tabellen tills man hittar en 3-delméangd till G som ar sluten
under o.

Mer systematiskt kan man notera att a har ordning 6 och saledes aa = b ord-
ning 3. b genererar alltsd en delgrupp med tre element. b* = d, sa

svar: {e,b,d} ar en delgrupp av ordning tre till G.




