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Tryckfel kan förekomma.

1a) (1p) Graferna G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) är isomorfa omm det finns en bijektion
φ : V1 → V2 s̊adan att för alla x, y ∈ V1 gäller att {x, y} ∈ E1 ⇔ {φ(x), φ(y)} ∈ E2.
b) (1p) En hamiltoncykel i en graf G = (V,E) är en cykel som passerar varje hörn precis en
g̊ang (= en följd v1, v2, . . . , vn av alla hörnen i V , där {vi, vi+1}, {vn, v1} ∈ E för i = 1, . . . , n− 1).
c) (1p) Halls sats: en bipartit graf (X ∪ Y,E) har en fullständig matchning av X-hörnen
omm för varje A ⊆ X gäller |J(A)| ≥ |A|, där J(A) = {y ∈ Y | {a, y} ∈ E för n̊agot a ∈ A}.

2a) (1p) Det finns x, y ∈ Z med mx+ ny = c omm sgd(m,n) | c.
b) (1p) f : X → Y är en surjektion omm för varje y ∈ Y finns minst ett x ∈ X med
y = f(x).
c) (1p) Postfacksprincipen säger att om X, Y är mängder med |X| > |Y | s̊a finns ingen
injektion f : X → Y (dvs för alla f : X → Y finns x1, x2 ∈ X med f(x1) = f(x2)).

3a) (1p) En binär relation R p̊a en mängd X är transitiv omm (xRy och yRz) ⇒ xRz
för alla x, y, z ∈ X.
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c) Principen om inklusion och exklusion för tre mängder A,B,C säger att
|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |C ∩A|+ |A ∩B ∩ C|.

4a) (1p) Möbius µ-funktion ges av µ(n) =

1, n = 1
(−1)k, n en produkt av k olika primtal,

0, n delbart med n̊agon primtalskvadrat.

b) (1p) πσ = π(σπ)π−1, s̊a enligt definitionen är de konjugerade. (Alt. σπ = σ(πσ)σ−1.)

c) (1p) π ∈ Sn är jämn/udda omm det totala antalet cykler av jämn längd är jämnt/udda.

5) (3p) Alla hörn i den sammanhängande plana grafen G = (V,E) har valens 3 eller 5 och
alla begränsade ytor har 4 kanter. Vi söker antalet hörn med valens 5 och antalet ytor med
4 kanter, d̊a 13 av hörnen har valens 3 och den obegränsade ytan har 6 kanter.

Lösning:
L̊at antalet kanter vara e, antalet hörn med valens 5 x och antalet ytor med 4 kanter y.
D̊a gäller (med vanliga beteckningar) 2e =

∑
δ(vi) = 3 · 13 + 5x = 39 + 5x och motsvarande för

ytorna, 2e = 6 + 4y. Eulers polyederformel (grafen är ju plan och sammanhängande) ger
v − e+ r = 13 + x− e+ y + 1 = 2.

S̊a

{
5x− 2e = −39
4y − 2e = −6
x + y − e = −12

.
Lösning av ekvationssystemet ger x = 3, y = 12 (och e = 27).

Svar: 3 hörn har valens 5 och 12 ytor har 4 kanter.

6) (3p) Vi söker alla x ∈ Z161 som uppfyller 112x+ 98 = 0.

Lösning:
Ekvationen svarar mot 112x+ 98 = 161k, dvs 112x− 161k = −98, för n̊agot k ∈ Z.
Eftersom 161 = 112 · 1 + 49, 112 = 49 · 2 + 14, 49 = 14 · 3 + 7, 14 = 7 · 2, är enligt Euklides
sgd(112, 161) = 7 och vi finner
7 = 49− 3 · (112− 2 · 49) = −3 · 112 + 7 · (161− 112) = 7 · 161− 10 · 112.
Multiplikation med −14 ger −98 = 112 · 140− 161 · 98, s̊a x0 = 140, k0 = 98 är en lösning.
V̊ar ekvation är ekvivalent med 112(x − x0) = 161(k − k0), dvs (dividera med sgd(112, 161) = 7)

16(x − x0) = 23(k − k0). Alla x-lösningar ges av x = x0 + 23n, n ∈ Z (ty sgd(16, 23) = 1).
Lösningar i Z161 f̊as d̊a n = −6,−5, . . . , 0. De blir x = 2, 25, 48, 71, 94, 117, 140.
(Alternativt: 112x+ 98 ≡161 0⇔ 16x+ 14 ≡23 0 (delat med 7, ocks̊a i modulen) och med 0 ≡23 48x+ 42 ≡23

≡23 2x + 19 (multiplicerat med 3, ok ty sgd(3, 23) = 1) och 0 ≡23 24x + 228 ≡23 x − 2 (sgd(12, 23) = 1) och

x = 2 + 23n etc som ovan.)

Svar: Alla lösningar i Z161 är 2, 25, 48, 71, 94, 117, 140.



7) (3p) Vi söker antalet sätt att placera 10 identiska svarta och 10 olika kulörta kulor i tv̊a
olika l̊ador, med 10 kulor, varav minst tv̊a svarta, i varje l̊ada.

Lösning:
Med bara kulörta kulor inbördes särskiljbara ges det sökta antalet av antalet sätt att välja
vilka av dem som läggs i första l̊adan (210)− antalet av dessa som har för f̊a svarta kulor i
n̊agon l̊ada (1 + 10 + 10 + 1 = 22 (antalet sätt med 0,1,9,10 svarta kulor i l̊ada 1)), s̊a 210 − 22 sätt.

Svar: 210 − 22 (= 1002) sätt.

8) π, σ ∈ S8 ges av tabellen. Vi söker (a, 1p) π, π−1 och
πσ p̊a cykelform och (b, 2p) τ ∈ S8 med π = τσ2τ−1 eller
skall visa att inget s̊adant τ existerar.

i 1 2 3 4 5 6 7 8
π(i) 7 6 1 8 5 2 3 4
σ(i) 6 8 3 7 2 4 1 5

.

Lösning:
a. π(1) = 7, π(7) = 3, . . . ger π = (1 7 3)(2 6)(4 8), s̊a π−1 = (1 3 7)(2 6)(4 8).
P.s.s. f̊as σ = (1 6 4 7)(2 8 5), s̊a πσ = (1 7 3)(2 6)(4 8)(1 6 4 7)(2 8 5) = (1 2 4 3)(5 6 8).
b. π och σ2 = (1 4)(6 7)(2 5 8) har samma cykelstruktur ([1 22 3]), s̊a de är konjugerade och
s̊adana τ existerar. τ(x1 x2 . . .)τ

−1 = (τ(x1) τ(x2) . . .), s̊a
vi kan (t.ex.) välja τ enligt tabellen, τ = (1 2)(3 5 7 8)(4 6).

i 1 4 6 7 2 5 8 3
τ(i) 2 6 4 8 1 7 3 5

.

Svar a: π = (1 7 3)(2 6)(4 8), π−1 = (1 3 7)(2 6)(4 8), πσ = (1 2 4 3)(5 6 8),
b: Ett s̊adant τ = (1 2)(3 5 7 8)(4 6) (det finns 24 möjligheter).

9) (4p) För ekvivalensrelationen R p̊a M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} gäller att (2, 7) ∈ R,
(2, 8) /∈ R och (x, y) ∈ R ⇔ (π(x), π(y)) ∈ R för alla x, y ∈M (π enligt uppgift 8).
Vi söker R som delar in M i dels s̊a m̊anga och dels s̊a f̊a ekvivalensklasser som möjligt.

Lösning:
π = (1 7 3)(2 6)(4 8) ger (2, 7) ∈ R ⇒ (π(2), π(7)) = (6, 3) ∈ R ⇒ (2, 1) ∈ R ⇒ (6, 7) ∈ R,
s̊a 1, 2, 3, 6 och 7 m̊aste ligga i samma ekvivalensklass.
(2, 8) /∈ R ⇒ (π(2), π(8)) = (6, 4) /∈ R, s̊a 4 och 8 ligger inte i ekvivalensklassen ovan.
Flest ekvivalensklasser f̊ar man genom att bara l̊ata R gälla d̊a det tvingas enligt ovan (+ av

att det är en ekvivalensrelation), det ger ekvivalensklasserna {1, 2, 3, 6, 7}, {4}, {5}, {8}.
Färst ekvivalensklasser f̊as genom att l̊ata R gälla utom d̊a det är förbjudet enligt ovan,
t.ex. med klasserna {1, 2, 3, 5, 6, 7}, {4, 8} (eller med 5 i den andra klassen).
Eftersom dessa ekvivalensklasser är partitioner av M, ger de ekvivalensrelationer R.
Villkoren p̊a R blir uppfyllda, ty x, y ∈M i samma/olika klass(er) (dvs xRy/x 6Ry) ⇒
⇒ π(x), π(y) likas̊a, och eftersom π5 = π−1 gäller ocks̊a ⇐.

Svar: Flest med {1, 2, 3, 6, 7}, {4}, {5}, {8}, färst med {1, 2, 3, 5, 6, 7}, {4, 8}.

10) En tentamen har 10 uppgifter som vardera kan ge 0, 1 eller 2 poäng. Vi söker (a, 1p)
antalet olika poängfördelningar, (b, 1p) antalet av dem som har minst en uppgift var med
0, 1 och 2 poäng och (c, 2p) antalet med minst tv̊a uppgifter var med 0, 1 och 2 poäng.

Lösning:
a. Fördelningarna motsvarar funktioner f : {uppgifter} → {0, 1, 2}, s̊a antalet olika är 310.
b. Alla möjliga utfall skall antas minst en g̊ang, s̊a det
sökta antalet = antalet surjektioner fr̊an en 10-mängd till
en 3-mängd = 3! · S(10, 3). Med ”Stirlings triangel” (dvs

rekursionsformeln för Stirlingtalen) f̊as S(10, 3) = 9 330, s̊a antalet
är 6 · 9 330 = 55 980.
Alternativt kan man använda s̊allprincipen. Som i c. f̊ar
man alla fördelningar utan minst en av 0, 1 och 2 poäng:
310− 3 · 210 + 3 · 110− 010 = 59 049− 3 072 + 3− 0 = 55 980.

1
1 1

1 3 1
1 7 6

1 15 25
1 31 90

1 63 301
1 127 966

255 3025
9330

c. Vi använder s̊allprincipen. L̊at X vara alla fördelningar och A0, A1, A2 alla fördelningar
med 0, 1 resp. 2 högst en g̊ang. D̊a är |Ai| = 210 + 10 · 29 = 6 144 (de utan i + de med exakt ett

i), |Ai∩Aj | = 1+10+10+10 ·9 = 111 (om i 6= j) (de utan i, j + de med ett i, inget j + de utan i, ett j

+ de med ett i, ett j) och |Ai∩Aj∩Ak| = 0 (om i, j, k alla olika) (inga med högst ett vardera av 0, 1, 2).
S̊a det sökta antalet: |X \(A0∪A1∪A2)| = |X|−(|A0|+ |A1|+ |A2|)+(|A0∩A1|+ |A1∩A2|+
|A2∩A0|)−|A0∩A1∩A2| = 59 049−3 ·6 144+3 ·111−0 = 59 049−18 432+333−0 = 40 950.

Svar a: 310
(= 59 049), b: 55 980, c: 40 950 olika fördelningar.



11) (4p) Vi söker alla k ∈ Z med 292k = 52 i Z693.

Lösning:
Vi använder kinesiska restsatsen med isomorfin (693 = 7·9·11) (Z693,+, ·) ∼= (Z7×Z9×Z11,+, ·)
given av bijektionen f , med f(292) = (5, 4, 6) (ty 292 ≡7 5, ≡9 4, ≡11 6) och f(52) = (3, 7, 8).
f(292k) = (5k, 4k, 6k), s̊a 292k ≡693 52⇔ (5k ≡7 3, 4k ≡9 7 och 6k ≡11 8).
I Z7: 52 = 25 = 4, 53 = 5 · 4 = 6, 54 = 5 · 6 = 2 55 = 5 · 2 = 3, 56 = 5 · 3 = 1.
I Z9: 42 = 16 = 7, 43 = 4 · 7 = 1.
I Z11: 62 = 36 = 3, 63 = 6 · 3 = 7, 64 = 6 · 7 = 9, 65 = 6 · 9 = 10, 66 = 6 · 10 = 5,
67 = 6 · 5 = 8, 68 = 6 · 8 = 4, 69 = 6 · 4 = 2, 610 = 6 · 2 = 1.
S̊aledes, 292k = 52 i Z693 ⇔ k ≡6 5,≡3 2,≡10 7. Det första villkoret ger k = 5 + 6s för
n̊agot s ∈ Z, som uppfyller 5 + 6s ≡3 2 (sant för alla s ∈ Z) och 5 + 6s ≡10 7⇔ 6s ≡10 2⇔
⇔ 3s ≡5 1⇔ s ≡5 2, s̊a alla lösningar ges av k = 5 + 6 · (2 + 5n) = 17 + 30n, n ∈ Z.

Svar: Alla s̊adana k ges av k = 17 + 30n, n ∈ Z.

12) (5p) G = (V,E) är en graf med δ(v) ≥ 2 för alla v ∈ V . Vi skall visa att det finns en
sammanhängande graf G′ = (V,E′) med δ(v) = δ′(v) för alla v ∈ V .

Lösning:
Induktion över antalet komponenter i G.
Bas: Om G har 0 eller 1 komponenter kan vi ta G′ = G. Basen är klar.
Steg: Antag p̊ast̊aendet sant för alla grafer med k ≥ 1 komponenter och l̊at G ha k + 1 st.
I varje komponent finns minst en cykel (ty annars vore den ett icke-tomt träd, s̊a antalet
kanter mindre än antalet hörn i den, men δ(v) ≥ 2 för alla v ∈ V ger att antalet kanter ≥
antalet hörn (summan av valenserna är dubbla antalet kanter)).
L̊at {u1, v1} och {u2, v2} vara kanter som ing̊ar i cykler i tv̊a olika komponenter (finns, ty

k + 1 ≥ 2). L̊at G∗ = (V,E∗), där E∗ = (E r {{u1, v1}, {u2, v2}}) ∪ {{u1, u2}, {v1, v2}}.
G∗ har d̊a samma hörn med samma valenser som G och k komponenter (eftersom {ui, vi} l̊ag i

cykler delades deras komponenter inte upp d̊a kanterna togs bort). Enligt antagande finns G′ med samma
hörn och valenser som G∗ och därmed samma som G. Därmed är steget klart.
P̊ast̊aendet följer med induktion. Saken är klar.

13) (5p) Vi skall visa att n ∈ Z+ uppfyller
∏
d|n d = n2 om och endast om n är 1, p3

(p

primtal) eller pq (p, q olika primtal).

Lösning:
Det finns tydligen bara tv̊a fall för n ∈ Z+:
Fall 1: n = pr, en potens av ett primtal p, r ≥ 0. Alla delare till n är d̊a 1, p, p2, . . . , pr,

s̊a
∏
d|n d = 1 · p · p2 · · · · · pr = p0+1+2+···+r = p

r(r+1)
2 . S̊aledes

∏
d|n d = n2 = p2r omm

r(r+1)
2 = 2r dvs omm r = 0 eller r = 3, dvs n = 1 eller n = p3.

Fall 2: n är delbart med tv̊a olika primtal p, q. D̊a är n = pqm, för n̊agot m ∈ Z+, och
n har (de olika) delarna pm, qm, pqm, s̊a

∏
d|n d ≥ pm · qm · pqm = p2q2m3 = n2 ·m. Om∏

d|n d = n2 m̊aste allts̊a m = 1 och n = pq. Å andra sidan, om n = pq, p, q olika primtal,

är alla n:s delare 1, p, q, pq och
∏
d|n d = 1 · p · q · pq = p2q2 = n2. Saken är klar.


