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Tryckfel kan férekomma.
1a) (1p) Graferna G; = (V4, E1), G2 = (Va, E3) ar isomorfa omm det finns en bijektion
¢ : V1 — Vo sadan att for alla z,y € V; géller att {z,y} € E1 < {¢(x),d(y)} € Es.
b) (1p) En hamiltoncykel i en graf G = (V, E) ar en cykel (dvs en féljd v, va, ..., Up,v1 med
v; € V, {vs,viz1} € E och alla v; olika) som innehaller alla grafens hérn.
c) (1p) Halls sats: en bipartit graf (X UY, E) har en fullstindig matchning av X-hornen
omm for varje A C X géller |J(A)| > |A|, ddr J(A) = {y € Y | {a,y} € E for nagot a € A}.

2a) (1p) Att en funktion f : X — Y &r en bijektion betyder att for varje y € Y finns
precis ett € X med y = f(x).

b) (1p) En mingd X kallas 6veruppriknelig omm det varken finns en bijektion f : N — X
eller f: N, = X for nagot n € N.

¢) (1p) Postfacksprincipen siger att om X, Y &r méngder med |X| > |Y| sa finns ingen
injektion f : X = Y (dvs for alla f: X — Y finns 21,22 € X med f(z1) = f(z2))-

3a) (1p) Relationen R pa méangden X ar symmetrisk omm 2Ry = yRaz for alla z,y € X.

3b) r identiska objekt kan fordelas pa n sirskiljbara lador pa ("1 71) = (77;?::11))" olika sétt

(oordnat val av r st bland n st, upprepning tillaten).
c) Additionsprincipen séger att om A och B &r disjunkta (dvs AN B = &) dndliga méngder
ar |AU B| = |A| + | B].

4a) (1p) Eulers ¢-funktion ges forn € Z; avop(n) = {r € Z | 1 <z < n, sgd(x,n) = 1}|.
b) (1p) m € S, dr en transposition omm dess cykelstruktur ar [17722].
c) (1p) w € S, ar jamn/udda omm det totala antalet cykler av jaimn langd &r jamnt/udda.

5) (3p) Vi skall avgora om det for vidstaende graf finns en sluten
kurva i planet som korsar varje kant precis en gang och inte gar
genom nagot horn.

Losning:

En sadan kurva motsvarar precis en eulerkrets i den duala grafen,
men den har tva horn med udda valens (motsvarande de triangel-
formade omradena i mitten), sa ingen eulerkrets.

Svar: Nej, nagon sadan kurva finns inte.

6) (3p) Vi soker alla x,y € Z med 1416 x 4+ 612y = 156.

Losning:

Euklides algoritm: 1416 = 612-2+192, 612 = 192-3+36, 192 = 36-5+12, 36 = 12-34-0, sa
sgd(1416,612) = 12 och ekvationen &r ekvivalent med (dividera med 12) 118 z 4+ 51y = 13, med
sgd(118,51) =1 och 118 = 512416, 51 = 16-34+3,16 =3-5+1,sa1 = 16 —5(51—3-16) =
=-5-514+16(118 = 2-51) =16 - 118 — 37 - 51.

Det visar att 9 = 16 - 13 = 208, yo = —37- 13 = —481 ar en 16sning. Om x,y ar en 16sning
fas 118(x — xo) = —51(y — yo) och (eftersom sgd(118,51) = 1) & = xg + 51k, y = yo — 118k for
nagot k € Z. Dessa &r ocksa 16sningar for alla k € Z. k = n — 4 ger en trevligare form.

w . =4 1
Svar: Alla 16sningar ges av < *© +51n n € Z.
y=—9—118n,
(Alternativt, Eulers metod: 1416z + 612y = 156 & y = —2x + 2,612z 4+ 192z = 156 &
Se=—-3z24+u,192u+36z=156 z2=4—5u+v,36v+12u=12u=1—3v,v € Z, sa

z=4-5(1-3v)4+v = —-1416v, z = —=3(—1+16v)+(1—3v) = 4—51v, y = —2(4—51v)+(—1+4+16v) = —9+118v.)




7) (3p) Vi soker antalet sétt att dela ut 10 bocker av 22 till 10 barn av 17.

Losning:
Varje fordelning bestdms entydigt av vilka 10 bocker som delas ut ((22) olika val, 10-delméngder

till en 22-méngd) och vilket barn som far vilken av dem ((17177710), mojligheter, injektioner 10-méngd —
2) 17 17122!
0

17-mingd). Det sOkta antalet ar alltsa (multiplikationsprincipen) (f ST = =iior191

Svar: Fordelningen kan ske pa % = 45635 685 045 350 400) satt.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
8) mE€ Sggesav\4 2 1 8 7 5 6 9 3). Visdker pa cykelform (a, 1p) 7 och 737
och (b, 2p) ett udda o € Sg med 7o en av a = (163)(2875) och 5= (17)(2834)(596).
Lo6sning:
a. m(1) =4, 7(4) =8,... ger 71 = (14893)(2)(576), sa w37 = (18349)(576).
(37=5-7T+2=3-12+ 1, si (5-cykeln)3” = (5-cykeln)? och (3-cykeln)®” = 3-cykeln.)
b. 7 ar jamn (ett jamnt antal (0) cykler av jamn lingd), sa wo skall vara udda (jamn - udda). « ar udda
och 8 jimn, sd 7o = a och o =7 la = (39841)(675)(163)(2875) = (17698524)(3).
Svar a: m = (14893)(576), 737 = (18349)(576),b: 0 = (17698524).

9) (4p) Vi soker antalet sitt att fordela elementen i A = P({a,b,c}) = {B | B C {a,b,c}}
bland 3 personer, utan att nagon blir utan.

Losning:

Det géller tydligen antalet surjektioner fran A till en 3-méngd 1
(personerna), s& eftersom |A| = 2% = 8 ges svaret av 3! - S(8,3) = 1 ! 3 ! 1
6-966 = 5796 (enligt en kénd sats ar antalet surjektioner fran en n-mangd till 1 1 15 7 25 6
en k-méngd k! - S(n, k); stirlingtalet S(8,3) fas ur "triangeln” till hoger). 1 31 90
Svar: Antalet sidana fordelningar &r 5796. 03 966 50t

10) (4p) Sokt ar antalet omraden en plan, sammanhéngande graf med 9 horn med valens 4
och alla andra med valens 3 delar in planet i, da lika manga kanter forbinder hérn av valens
4 som 3.

Lo6sning:

Om man delar alla kanter pa mitten fas totalt lika manga halvkanter pa horn av valens 4
(94 = 36 St) som pé horn av valens 3 (en var fran ”blandade” kanter, 6vriga kanter ger lika manga), sa an-
talet horn av valens 3 ar 3—?? = 12. Da &r (giingse beteckningar) v = 9+12 = 21, e = 18+ 18 = 36.
Eulers polyederformel ger (plan, sammanhéngande graf) v —e + 1 =21 — 36 + 1 = 2, sa r = 17.

Svar: G delar in planet i 17 omraden.

11) (4p) Vi soker alla k € N med 4957% =7007 1 (och vet att 7007 = 7-7-11 - 13).

Losning:

Vi anvénder kinesiska restsatsen med isomorfin (Zroo7, +, ) & (Z72 X Z11 X Z13,+, ) given
av bijektionen f med f(4957) = (8,7,4) (ty 4957 =49 8, =11 7, =13 4).

f(4957%) = (8%, 7k, 4%)| s4 4957% =7007 1 & (8% =49 1, 7F =11 1 och 4% =3 1),

[Z49: 82 =64=15,8 =8-15=120=122, 8" =822 =176 =29, 85 =8-29 =8 (-20) =
=160 = —13,80 =8:(—13) = —104 = —6, 8" =8-(—6) = —48 = 1,548 =49 1 & 7 | k.
[Z11: 7 =49=57=35=2,7"=14=3,7=21=10,7=70=4,7 =28 =6,

7 =42=9"7=63=870=56=1,5a7T" =1, 1< 10 | k.
[17Z13:42=16=3,43=12,4*=48=9,45=36=10,4°=40=1,5a4* =131 < 6 | k.
Saledes, 4957 =707 1 < 7,10,6 | k < mgm(7,10,6) | k < 210 | k.

Svar: Alla sddana k ges av k = 210n, n € N.




12) (5p) Vi soker méjliga cykelstrukturer for m € Sg da |[{oro~! | o € Sg}| = 1680.

Lo6sning:

Antalet element i 7:s konjugatklass dr 1680, sa cykelstrukturen kan vara [1%1 292 .. .] om
och endast om 1%.2&2‘”8_,!(!1!,0‘2!_” = 1680 =2%-3.5- 7 (kind sats).

Det ger att 141 -292 ..yl qpl- ... = 55 = 81054320 — 93.3 — 94,

Tydhgen kan inget ay, > 4 (det skulle ge en faktor 5 i VL), @ = 4 (4! = 24, men inte bara 1-cykler) eller
ap = 3 (3! = 6, maste vara a1 = 3, men 292 - ... aa! ... |4 gar inte med a1 +2az +... = 8). Det ger att

maste ha precis en 3-cykel (varken [12 6] eller [26] och ingen annan faktor 3 i vi) och darmed for Gvrigt
bara 1-, 2- eller 4-cykler. Provning med [134], [12% 3] ger att bara den senare ger ritt VL.

Svar: m:s cykelstruktur méste vara [122 3].

13) Vi skall visa att (a, 1p) ett trad T = (V, E) med |V| > 2 &r bipartit och (b, 4p) om
tradet T = (X UY, E) (vanliga X,Y) har |X| = |Y| > 1 sa ligger inte alla dess l6vien av X,Y.

Losning:
a. Enligt en kdnd sats ar en graf bipartit omm den inte innehaller nagon udda cykel. Det
galler for varje trad (som ju inte innehaller nagon cykel alls). O

b. Det riacker tydligen att visa pastaendet att om tradet T'= (X UY, E) (bipartit) har minst
ett 16v (sa |V| > 2) och 16ven alla ligger i X, sa maste | X| > |Y].

Alt 1. Induktion 6ver |V| (v = x uy). Antag att pastdendet &r sant for alla trdd med
1<|V|<néeN. Om alla T:s 16v dr i X, betrakta ett horn v € Y (finns, ty [V| > 1 = |E| > 0).
Om v och alla dess kanter tas bort, kommer varje uppkommen komponent att antingen vara
ett 10st X-horn eller ha alla sina 16v i X (T-grannar till v eller 16v i T). Komponenterna har da
alla strikt fler X-horn an Y-horn (1 > 0 resp. enligt induktionsantagandet). Det ger |X| > |Y| (ty
antalet komponenter var minst tva) och induktionen ar klar. O
Alt 2. Vi utgar ater fran ett hérn v € Y (finns som ovan) och later, for k € N,

Yor = {u € V| avstandet v — u &r 2k}, Xop11 = {u € V | avstandet v — u &ar 2k + 1}
(avstandet v — w dr antalet kanter i den unika stigen fran v till u).

Da dr Yo = {v}, Xy = {vis grannar} och X = X; UX3U...,s4 |[X| = >, [Xors1] och
Y = Y() UYou... N sa, Y‘ = ZkEN |Y2k‘ (alla X;, Y; ar disjunkta).

‘X1| > |Y0| (v har minst tva grannar) och |X2k+1| > |}/2k| (f : Xok+1 — Yo med y = f(z) omm den unika
stigen v — x gir genom y ar en surjektion (ty inget hérn i Y har valens 1)) ger pfistéendet. O
Béttre 16sning (efter en inldimnad skrivning): Om T’ = (X UY, E) som ovan och X (sig)
inte innehaller nagra 16v, ar §(x) > 2 for alla © € X (inga isolerade hérn da |V| > 2).

I en bipartit graf dr [E| = > _yd(x), sa eftersom |[V| = |E| + 1 i ett trdd blir har
I X|+1Y|=|V]=|E|+1>2|X|+1,sa|Y|>|X|+ 1. Pastaendet foljer. O




