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Lésningar tenta TENA SF1630(/1631) DISKRET MATEMATIK, D3 m.fl.
21 december 2017
Tryckfel kan forekomma.
1a) (1p) Graferna G; = (V4, E1), G2 = (Va, E3) ar isomorfa omm det finns en bijektion
¢ : V1 — Vo sadan att for alla z,y € V; géller att {z,y} € E1 < {¢(x),d(y)} € Es.
b) (1p) Grafen T = (V, E) &r ett trdd omm den dr sammanhéngande och saknar cykler.
c) (1p) Det kromatiska talet, x(G), for en graf G = (V, E) &r det minsta antalet firger som
gor det mojligt att farga grafens horn sa att inga grannar far samma farg.

2a) (1p) Om y,m € Z och sgd(y,m) = 1 sa ir y®™ =1 (mod m) (dér ¢ &r Bulers ¢-funktion).
b) (1p) f: X — Y é&r en injektion omm for varje y € Y finns hogst ett © € X med y = f(x).
c) (1p) En méngd X &r 6veruppriknelig omm det inte finns nagon bijektion f : N — X
eller f: N, = X, dar N, = {1,2,...,n} for n € N.

3a) (1p) En binér relation R pa mangden X ar symmetrisk omm 2Ry = yRz, allax,y € X.
b) Stirlingtalet (av andra slaget) S(n, k) anger antalet olika partitioner av en n-méngd i precis
k (icke-tomma) delar.

c) Principen om inklusion och exklusion {6r tre méngder A, B, C séger att
|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|CNAl+|AnBNC]|.

4a) (1p) Eulers ¢-funktion ges for n € Z; av ¢(n) = {x € Z | 1 <z < n, sgd(z,n) = 1}|.
((Korrekta) svar som anger hur ¢(n) berdknas utgdende fran n:s primtalsfaktorisering godtas ocksa.)

b) (1p) En permutation av en méngd X &r en bijektion 7: X — X.
c) (Ip) m € S, & udda omm n — ¢(7) dr udda, dér ¢(m) &r totala antalet cykler i .

5) (3p) Vi skall avgora om det dr mojligt att passera varje [ 5 To
dorr exakt. el gang om man gar in 1"huset V1d pilen och i vilket - T T _|g_|_|_ i
rum man i sa fall kan befinna sig nidr man &r klar.

Losning:

Vi bildar grafen med ett horn for varje rum

(och ett for utsidan) och kanter mellan rum som har dorr
mellan sig. Den har precis tva hérn med udda valens, u och
e. Det gar alltsa (Euler) att passera varje dorr (kant) precis
en gang. Man maste sluta i det andra udda hornet, e.

Svar: Det ar mdjligt. Man slutar i rum e.

6) (3p) Vi soker alla z € Z med 2% + 49z + 33 = 7 (mod 103).

Lo6sning:

Eftersom 103 &r ett primtal ar x
ekvationen blir 50x =193 —26.

Vi finner 5071 i Zyg3: 103 =50-2+3,50=3-16+2,3=2-1+1,
s81=3—-(50—-16-3) = —50+ 17(103 —2-50) = 17103 — 35 - 50.

Vi multiplicerar ekvationen med —35 (relativt primt med 103) och far den ekvivalenta
T =103 (—35)501‘ =103 (—35)(—26) =910 =103 86.

Svar: Alla 16sningar ges av x = 86 + 103k, dar k € Z.

103 = o (mod 103) for alla z € Z (fran Fermats lilla sats), sa




7) Vi sdker (a, 2p) antalet sétt att fordela 12 olika julklappar och 15 identiska ljus bland 30
personer, da varje person kan fa hogst en klapp, och (b, 1p) antalet sitt da dessutom minst
en person far bade en julklapp och minst ett ljus.

Losning:
.o o | 1 .
a. Klapparna kan fordelas pa (30)12 = ﬁ = % satt (antalet injektioner klappar — personer).
. .o o - — | .
Ljusen kan fordelas pa (30+1155 1) = o7 SAtt (15 ljus utses bland 44 ljusvaggar).

Multiplikationsprincipen ger svaret :1% . 15%2!9! = fg!‘fll‘g!.
b. Fran svaret i a. dras antalet fordelningar d& alla som fatt en klapp blir utan ljus. De ar
30! 18+1571) _ 3032

som ovan gy - ( 15 = 1BL.17L180 (ljusen fordelas bland de 18 som inte fatt ndgon julklapp).

p : S 801/ 441 320 \ _ 301 (441 _ 32!
Det sokta antalet blir alltsa 15 (51551 — w5ram1) = Tseam (201 — 191)-
. 1 .
11)'5?'-?18" (= 9525 328 687 637 874 063 912 960 000) Sitt,

. ps 30! (44! 321\ .
b: Pa 574 (29! 17!) (= 9501890572 926 376 062 197 760 000) satt

Svar a: Pa

8) m,0 € Ss ges av tabellen. Vi soker (a, 1p) 7 pa i |1 2
cykelform och dess ordning och (b, 2p) 7 € Sg med (i) |7 5
m1 = 71, eller skall visa att inget sddant 7 existerar.

3 4 5 6 8 .
6 1 2 8 3

7
4

Losning:
a. (1) =7, m(7)=4,... ger m=(174)(25)(368) sa o(m) = mgm(3,2,3) =6.
b. it =1t & =717t 7och 77! = (147)(25)(386) har samma cykelstruktur
(sant for alla permutationer ), sa de ar konjugerade och
saddana T existerar (for alla ). i |1 4
T tr = (r(1) 7(4) 7(7))(7(2) 7(5))(7(3) 7(8) 7(6)), @) [1 7
sa vi kan (t.ex.) vélja 7 enligt tabellen, 7 = (47)(638).
Svar a: m = (174)(25)(368) och o(w) = 6,

b: Ett sadant 7 = (47)(6 8) (det finns 36 mbjligheter).

7T 2 5 3 8 6.
4 2 5 3 6 8

9) (4p) Vi séker (den minsta icke-negativa) resten da 21'2"""" divideras med 23.

Losning:

122017 =, 0 (ty 2]12) och 122917 =, 1, 84 2,11 | (122°17 — 12) och diirmed 12297 =5, 12.
Saledes 21122017 = 2122k+12 = (2122)k . 2112 =923 1- 2112 for ett Kk € N (Fermats lilla sats, 23 ar
primtal och 23 1 21). 2112 =93 (=2)12 = 642 =93 (—5)? =93 25 =03 2.

. . . o 2017 . . "
Svar: Den minsta icke-negativa resten da 212 divideras med 23 ar 2.

10) (4p) |A| =a, |B|=b, |X|=n,dir ANB=Zocha+b>n,n>a,n>bh.
Vi sOker antalet surjektioner f: AU B — X vars restriktioner till A och B ar injektioner.

Losning:
f:s varden pa A kan valjas pa (nﬁi'a)' sitt (injektion a-mingd — n-mingd).
For att f skall vara en surjektion maste X:s Ovriga n — a virden antas av n — a av B:s

element. Det kan ske pé (b—(s!—a))! = (a+g!—n)! satt (injektion (n — a)-méngd — b-méngd).

Viardena i B:s ovriga a + b — n element kan véljas fritt, men olika, bland de X-vérden f
antar pé A. Det kan ske pé (a—(a—(&l-!b—n))l = (n(i!b)! satt (injektion b — (n — a)-méngd — a-méngd).
Multiplikationsprincipen ger det totala antalet som produkten av de ovanstaende.

n!-a!-b!
(a+b—n)!-(n—a)!-(n—>b)!"
(Notera att svaret som sig bor ar symmetriskt i a och b. Kontrollera ocksa med fallen n = a + b och n = a.)

Svar: Det sokta antalet ar

11) (4p) G = (V,E), G; = (V;, E;), V =Vi UV, ViNVa = S och E; = {{z,y} € E | z,y €
Vi}. Vi skall visa att for de kromatiska polynomen géller Pg(\) < Pg, (A) - Pg,(A) da A € N.

Losning:

Lat G/ = (‘/, E1 U EQ) (dvs G med alla kanter mellan hérn i bade Vi och V» borttagna, si G’ bestar av
delarna G och Ga, utan kanter mellan). Da &r fargningar av delarna G; och G2 oberoende, sa
PG’()\) = PG1 ()\) . PGZ ()\) da A e N (for varje fargning av G finns Pg, (M) fargningar av G2). Men
fargningarna av G utgor en delméngd av dem av G’, sa Pg(\) < Pgr()A) och saken &r klar.




12) (5p) Vi skall visa att 3rg + 2rs +1r5 —r7 —2rg — ... = >~ (6 — i)r; = 12 for en plan,
sammanhéngande, 3-reguljar graf med r; st ytor med i kanter (i = 3,4,...).

Lo6sning:

Om vi adderar alla hérnens valenser raknar vi varje kant tva ganger, sa 3v = 2e. Om vi
adderar antalet kanter vid varje yta rdknar vi p.s.s. varje kant tva ganger, sa ), ir; = 2e.
Totala antalet ytor &r r =), ;.

En plan, sammanhéngande graf har (Eulers polyederformel) v—e+r = 2, si 3v—3e+3r = 6.
Med 3v = 2e ger det —e+3r = 6, sa 6r—2e = 12. Inséttning avrocheger 6, r—> , ir; =
> (6 —1)r; =12. Saken ar klar.

13) (5p) f,9: Z4 — Ry uppfyller f(n) =], 9(d), for n € Z.
Vi skall uttrycka g(n) (n € z;) med f:s varden.

Losning:

Vi tar logaritmen av det givna och anvéinder Mobius inversionsformel: f(n) =], 9(d) <
& log f(n) =y, log g(d) & logg(n) = 3, 1(d)log f (%) = log [Ty, f(5)) &

< gn) =11y, F(2)HD |y Mébius funktion.

Svar: g(n) = [Iq4, F(2)dD, dir p sr Mdbius funktion.




