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Tryckfel kan förekomma.

1a) (1p) Graferna G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) är isomorfa omm det finns en bijektion
φ : V1 → V2 s̊adan att {x, y} ∈ E1 ⇔ {φ(x), φ(y)} ∈ E2 för alla x, y ∈ V1

b) (1p) En graf G = (V,E) är bipartit precis om V = X ∪ Y, X ∩ Y = ∅ och alla kanter
best̊ar av ett X-hörn och ett Y -hörn.
c) (1p) Det kromatiska talet, χ(G), för en graf G = (V,E) är det minsta antalet färger
som gör det möjligt att färga hörnen s̊a att inga grannar har samma färg.

2a) (1p) Att en funktion f : X → Y är en injektion betyder att det för varje y ∈ Y finns
högst ett x ∈ X med y = f(x) (alt. att f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2 för alla x1, x2 ∈ X).
b) (1p) Postfacksprincipen säger att om |X| > |Y | finns ingen injektion f : X → Y .
(Flera alternativ möjliga, t.ex. ”Om n > m brev ligger i m postfack finns minst ett fack med minst tv̊a brev”.)

c) (1p) R, mängden av reella tal, är oändlig men inte uppräknelig (Biggs 9.7).

3a) (1p) En binär relation R p̊a mängden X är reflexiv omm xRx för alla x ∈ X.
b) (1p) Om A,B,C är ändliga mängder säger principen om inklusion och exklusion
att |A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − (|A ∩B|+ |A ∩ C|+ |B ∩ C|) + |A ∩B ∩ C|.
c) (1p)
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4a) (1p) Möbius µ-funktion ges av µ(n) =

{
(−1)r, om n är en produkt av r olika primtal,

0, om p2 | n för n̊agot primtal p.(1 är produkten av 0 primtal, s̊a µ(1) = 1.)

b) (1p) π ∈ Sn har samma paritet som n− c(π) (dvs är udda/jämn omm n− c(π) är det).
c) (1p) Permutationerna α, β ∈ Sn är konjugerade omm det finns σ ∈ Sn med β = σασ−1.

5) (3p) Vi söker möjliga antal omr̊aden en sfär delas in i, d̊a grafen G = (V,E) best̊aende
av fem träd med |V | = v hörn som är ritad p̊a sfären ges 67 kanter till (utan kantkorsningar).

Lösning:
Med gängse beteckningar är för den nya grafen e = (v − 5) + 67 = v + 62 (varje träd har en

kant mindre än hörn). Eftersom vi har en plan graf med minst en och högst fem komponenter
(beroende p̊a om de nya kanterna förbinder hörn i G:s olika komponenter eller inte), är v− e+ r = 2, 3, . . . , 6
(1 + c, antalet komponenter), s̊a antalet omr̊aden r = 1 + c+ e− v = 63 + c.

Svar: De sökta möjliga antalen omr̊aden är 64, 65, 66, 67 och 68.
(Alt. varje ny kant inom en komponent ökar antalet omr̊aden med ett (den skapar en ny cykel).)

6) (3p) Vi söker alla x ∈ Z522 som uppfyller 51x = 93.

Lösning:
De sökta x är de x ∈ {0, 1, . . . , 521} som uppfyller 522 | (51x − 93), dvs 51x − 522 k = 93
för n̊agot k ∈ Z.
Euklides algoritm: 522 = 51 · 10 + 12, 51 = 12 · 4 + 3, 12 = 3 · 4 + 0, s̊a sgd(522, 51) = 3
och ekvationen är ekvivalent med (dividera med 3) 17x− 174 k = 31, med sgd(17, 174) = 1 och
174 = 17 · 10 + 4, 17 = 4 · 4 + 1, s̊a 1 = 17− 4(174− 10 · 17) = 17 · 41− 174 · 4.
Det visar att x0 = 31 · 41 = 1271, k0 = 31 · 4 = 124 är en lösning. Om x, k är en lösning f̊as
17(x− x0) = 174(k− k0) och (eftersom sgd(17, 174) = 1) x = x0 + 174m, k = k0 + 17m för n̊agot
m ∈ Z. Dessa är ocks̊a lösningar för alla m ∈ Z.
m = −7,−6,−5 ger x = 53, 227, 401 (de enda i {0, 1, . . . , 521}).

Svar: Alla lösningar är x = 53, 227, 401.
(Alternativt, Eulers metod: 51 x− 522 k = 93⇔ x = 10k + 1 + y, 51y − 12k = 42⇔

⇔ k = 4z − 3 + z, 3y − 12z = 6⇔ y = 2 + 4z, z ∈ Z, s̊a

k = 4(2 + 4z)− 3 + z = 5 + 17z, x = 10(5 + 17z) + 1 + (2 + 4z) = 53 + 174z, etc.)



7) (3p) Vi söker antalet funktioner f : X → Y som inte antar alla värden i Y , d̊a mängderna
X,Y ges av X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} och Y = {a, b, c, d}.
Lösning:
Sökt är antalet funktioner som inte är surjektioner, fr̊an
en 7-mängd till en 4-mängd, dvs totala antalet funktioner
minus antalet surjektioner (additionsprincipen).
Antalet blir 47 − 4! · S(7, 4) = 47 − 4! · 350. (S(7, 4) = 350 f̊as

ur rekursionen för S(n, k) enligt uppställningen härintill).

1
1 1

1 3 1
1 7 6 1

15 25 10
90 65

350

Svar: Det finns 47 − 4! · 350 (= 7 984) s̊adana funktioner.
(Alternativt kan man använda principen om inklusion/exklusion (s̊allprincipen) och f̊a 4 · 37 − 6 · 27 + 4 · 17.)

8) π ∈ S8 ges av i 1 2 3 4 5 6 7 8
π(i) 7 4 8 3 6 5 1 2

. Vi skall (a, 1p) avgöra om π är jämn eller

udda och (b, 2p) finna σ, τ ∈ S8 med στ = id och σπτ(i) jämnt för alla udda i.

Lösning:
a. π = (1 7)(2 4 3 8)(5 6) (π(1) = 7, π(7) = 1, . . . ), s̊a π är udda (udda antal (3) cykler av jämn längd).
b. τ = σ−1, s̊a σπτ = σπσ−1 = (σ(1)σ(7))(σ(2)σ(4)σ(3)σ(8))(σ(5)σ(6)). Den blir
(1 2)(3 4 5 6)(7 8) om man tar σ = (1)(2 3 5 7)(4)(6 8) och därmed τ = σ−1 = (2 7 5 3)(6 8).

Svar a: π är udda, b: Ett möjligt val är σ = (2 3 5 7)(6 8) och τ = (2 7 5 3)(6 8).

9) (4p) Vi söker de tv̊a sista siffrorna i 1369422 (i bas 10).

Lösning:
Sökt är x med 0 ≤ x ≤ 99 och x ≡100 1369422.
Man f̊ar x ≡4 1369422 ≡4 1422 = 1
och x ≡25 1369422 ≡25 19422 = 1920·21+2 = (1920)21 · 192 ≡25 121 · (−6)2 ≡25 11, där vi
använt att φ(25) = 25 · (1− 1

5 ) = 20 och sgd(19, 25) = 1, s̊a enligt Eulers sats: 1920 ≡25 1.
x ≡4 1, x ≡25 11 och 0 ≤ x ≤ 99 ger x = 61.

Svar: De sökta tv̊a sista siffrorna är 61.

10) (4p) Vi skall visa att av 11 oändliga decimalbr̊ak m̊aste minst tv̊a ha samma decimal i
ett oändligt antal positioner.

Lösning:
Antag motsatsen, dvs att det för varje par av de givna talen bara finns ett ändligt antal
positioner där de har samma decimal. Eftersom det bara finns ett ändligt antal s̊adana par
skulle det betyda att det bara finns ett ändligt antal positioner där n̊agot par har samma
decimal. I alla andra positioner skulle allts̊a alla 11 talens decimaler vara olika, men det är
enligt postfacksprincipen omöjligt. Antagandet att p̊ast̊aendet är fel ledde till motsägelse,
s̊a saken är klar.

11) (4p) A,B,C ⊆ X och |X| = 40, |A| = |B| = |C| = 18, |A ∩B| = 11, |B ∩ C| = 7,
|C ∩ A| = 6, |A ∩ B ∩ C| = 4. Vi söker antalet funktioner f : X → X s̊adana att för alla
x ∈ X inneh̊aller var och en av A, B och C precis en av x och f(x).

Lösning:
Villkoret p̊a f innebär precis att f(x) ∈ Ac ∩ Bc ∩ Cc för alla x ∈ A ∩ B ∩ C och omvänt,
att f(x) ∈ A ∩Bc ∩ Cc för alla x ∈ Ac ∩B ∩ C och omvänt, osv.
Med ett Venndiagram (eller inklusion/exklusion) ses att |A∩B∩Cc| = |A∩B|−|A∩B∩C| =
11 − 4 = 7 och p.s.s. |A ∩ Bc ∩ C| = 2, |Ac ∩ B ∩ C| = 3 och efterhand |A ∩ Bc ∩ Cc| =
5, |Ac∩B∩Cc| = 4, |Ac∩Bc∩C| = 9, |Ac∩Bc∩Cc| = |Xr(A∪B∪C)| = 6. Antalet funk-
tioner fr̊an en k-mängd till en n-mängd är nk, s̊a svaret f̊as med multiplikationsprincipen.

Svar: Antalet s̊adana funktioner är
64 · 46 · 53 · 35 · 97 · 79 · 42 · 24(= 7 967 115 764 281 856 992 739 328 000).



12) (5p) K17:s kanter har färgats med tre färger. Vi visar att det finns en enfärgad triangel.

Lösning:
Som i exemplet i Biggs 10.1, men ”ett steg till”.
Välj ett hörn, v0 säg. Bland dess 16 kanter m̊aste minst 6 ha samma färg, f0 säg (”gener-
aliserade postfacksprincipen”, Biggs 10.1). L̊at V ′ vara mängden av v0:s ”f0-grannar”. Om
n̊agon kant inom V ′ har färg f0 ger den med tv̊a kanter till v0 en enfärgad triangel. Annars,
tag ett hörn v1 i V ′, det har minst 5 grannar i V ′ och alla kanter till dessa har en av tv̊a
färger. Det finns allts̊a minst tre kanter (inom V ′) fr̊an v1 med samma färg, f1 säg. L̊at V ′′

vara mängden av v1:s ”f1-grannar” i V ′. Om n̊agon kant inom V ′′ har färg f1 ger den med
tv̊a kanter till v1 en enfärgad triangel, annars har alla kanter inom V ′′ samma färg, men
|V ′′| ≥ 3, s̊a i alla fallen finns en enfärgad triangel. Saken är klar.

13) (5p) Vi skall visa att om en graf G = (V,E) har medelvalens d(= 1
|V |
∑
x∈V δ(x)), s̊a

har G en delgraf G′ = (V ′, E′) där alla valenser är ≥ d
2 .

Lösning:
Induktion över |V |.
Bas: Om |V | = 1 är p̊ast̊aendet trivialt sant (d = 0, G′ = G).
Steg: Antag att p̊ast̊aendet är sant för alla grafer med k ∈ Z+ hörn och l̊at |V | = k + 1.
Om δ(v) ≥ d

2 för alla v ∈ V , tag G′ = G.

Annars, tag ett v ∈ V med δ(v) < d
2 och l̊at G1 = (V1, E1) vara G med v och alla dess

kanter borttagna (s̊a |V1| = |V | − 1 = k, |E1| = |E| − δ(v) > |E| − d
2 ).

D̊a är medelvalensen i G1: d1 = 1
|V1|

∑
x∈V1

δ1(x) = 2|E1|
|V1| >

2(|E|− d
2 )

|V |−1 =
2|E|− 2|E|

|V |
|V |−1 = 2|E|

|V | = d,

s̊a enligt induktionsantagandet finns en delgraf till G1 (s̊a ocks̊a till G), med alla valenser
≥ d1

2 > d
2 . Steget är därmed klart.

Enligt induktionsprincipen gäller p̊ast̊aendet för alla ändliga grafer. Saken är klar.


