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Tryckfel kan forekomma.
la) (1p) Graferna G; = (V4, E1), G2 = (Va, Es) &r isomorfa omm det finns en bijektion
¢: Vi — Vo sadan att {z,y} € E1 < {¢(z),d(y)} € Es for alla z,y € V4
b) (1p) En graf G = (V, E) &r bipartit precis om V = X UY, X NY = & och alla kanter
bestar av ett X-horn och ett Y-horn.
c) (1p) Det kromatiska talet, x(G), for en graf G = (V, E) &r det minsta antalet farger
som gor det mojligt att firga hornen sa att inga grannar har samma farg.

2a) (1p) Att en funktion f : X — Y &r en injektion betyder att det for varje y € Y finns
hégst ett x € X med y = f(x) (alt. att f(z1) = f(z2) = 1 = z2 6r alla 21,22 € X).

b) (1p) Postfacksprincipen séiger att om |X| > |Y| finns ingen injektion f: X — Y.
(Flera alternativ mojliga, t.ex. 7Om n > m brev ligger i m postfack finns minst ett fack med minst tva brev”.)

c) (1p) R, méngden av reella tal, ar odndlig men inte uppraknelig (Biggs 9.7).

3a) (1p) En binér relation R pa méngden X é&r reflexiv omm zRz for alla z € X.
b) (1p) Om A, B,C &r andliga méngder siger principen om inklusion och exklusion
att [AUBUC| = |A|+ |B|+ |C|—(|JANB|+|ANC|+|BNC|)+|AnBNCI.

o) (1p) (51) + () + (5) = (&) + (D) + () = (D) + (&) = (&3):

{(1)", om n ar en produkt av r olika primtal,

4a) (1p) Mobius p-funktion ges av u(n) =
(1 &r produkten av 0 primtal, sa p(1) = 1.)

b) (1p) m € S, har samma paritet som n — C(ﬂ') (dvs ar udda/jimn omm n — c¢() ar det).

c) (1p) Permutationerna «, 8 € S,, ir konjugerade omm det finns o € S,, med 8 = cac~*.

0, om p? | n f6r nagot primtal p.

5) (3p) Vi soker mojliga antal omraden en sfar delas in i, da grafen G = (V| E) bestaende
av fem trad med |V| = v horn som &r ritad pa sfaren ges 67 kanter till (utan kantkorsningar).

Losning:

Med géngse beteckningar ar for den nya grafen e = (v — 5) + 67 = v + 62 (varje triid har en
kant mindre &n hoérn). Eftersom vi har en plan graf med minst en och hégst fem komponenter
(beroende pa om de nya kanterna forbinder hérn i G:s olika komponenter eller inte), arv—e—4r = 2, 37 ey 6
(1 + ¢, antalet komponenter), sa antalet omraden r =14+c+4+e—v =63+ c.

Svar: De sokta mdojliga antalen omraden ar 64, 65, 66, 67 och 68.

(Alt. varje ny kant inom en komponent okar antalet omraden med ett (den skapar en ny cykel).)

6) (3p) Vi soker alla & € Zgsoo som uppfyller 51 = 93.

Lo6sning:

De sokta x ar de z € {0,1,...,521} som uppfyller 522 | (51 — 93), dvs 51a — 522k = 93
fér nagot k € Z.

Euklides algoritm: 522 = 51-10+ 12, 51 =12-4+4 3, 12 = 3-4 4+ 0, sa sgd(522,51) = 3
och ekvationen ar ekvivalent med (dividera med 3) 172 — 174 k = 31, med sgd(17,174) = 1 och
174=17-104+4,17=4-4+ 1,54 1 =17—-4(174—-10-17) = 17-41 — 174 - 4.

Det visar att g = 31-41 = 1271, kg = 31 -4 = 124 &ar en 16sning. Om x, k &r en 16sning fas
17((E — .’E()) = 174(]{5 — k()) och (eftersom sgd(17,174) = 1) * = xg + 174m, k=ko+17m for nfigot
m € Z. Dessa ar ocksa losningar for alla m € Z.

m = —T7,—6,—b5 ger x = 53,227,401 (de enda i {0,1,...,521}).

Svar: Alla losningar ar x = 53, 227, 401.

(Alternativt, Eulers metod: 51z — 522k =93 &« = 10k + 1 4+ y,51ly — 12k = 42 &
Sk=42z—-3+4+2,3y—12z2=6y=2+4=z,z €%, sa

E=4(2+42) —342=5417z, z = 10(5 + 172) + 1 + (2 + 42) = 53 + 174z, etc.)




7) (3p) Vi soker antalet funktioner f : X — Y som inte antar alla vérden i Y, da méngderna
X,Y gesav X ={1,2,3,4,5,6,7} och Y = {a,b,c,d}.

Losning:

Sokt ar antalet funktioner som inte &r surjektioner, fran 1

en 7-méngd till en 4-méngd, dvs totala antalet funktioner 1 1 3 ! L
minus antalet surjektioner (additionsprincipen). 1 7 6 1
Antalet blir 47 — 4! 5(7,4) = 47 — 4! 350. (5(7,4) = 350 fas o e

ur rekursionen for S(n, k) enligt uppstéallningen hérintill). 350

Svar: Det finns 47 — 4! - 350 (= 7 984) sddana funktioner.

(Alternativt kan man anvinda principen om inklusion/exklusion (sallprincipen) och fa 4 -37 —6-27 44-17.)

i |1 2 3 4 5 6 7
(@) |7 4 8 3 6 5 1
udda och (b, 2p) finna o, 7 € Sg med o7 = id och ow7(i) jamnt for alla udda .

8) m € Ss ges av g . Viskall (a, 1p) avgora om 7 ar jamn eller

Lo6sning:

a. ™= (1 7)(243 8)(5 6) (m(1)=7,7(7)=1,...), sa m ar udda (udda antal (3) cykler av jimn lingd).
b. 7 =07 84 onr = oo™t = (0(1)a(7))(c(2)5(4) 0(3) 5(8))(c(5) #(6)). Den blir
(12)(3456)(78) om man tar o = (1)(2357)(4)(68) och dirmed 7 =0~ = (2753)(68).
Svar a: 7 ar udda, b: Ett mdjligt val &r o = (2357)(68) och 7 = (2753)(6 8).

9) (4p) Vi soker de tva sista siffrorna i 1369422 (i bas 10).

Lo6sning:

S6kt dr z med 0 < z < 99 och = =100 1369%%2.

Man far x =4 1369%22 =, 122 =1

och @ =g5 1369122 =55 19422 = 19202142 = (1920)21 . 192 =p5 12! . (—6)% =55 11, dér vi
anvint att ¢(25) =25 (1 — 1) = 20 och sgd(19,25) = 1, s enligt Eulers sats: 1920 =55 1.
r=41,x=95110ch0<z<99 ger x =61.

Svar: De sokta tva sista siffrorna ar 61.

10) (4p) Vi skall visa att av 11 oéndliga decimalbrak maste minst tva ha samma decimal i
ett oandligt antal positioner.

Losning:

Antag motsatsen, dvs att det for varje par av de givna talen bara finns ett &ndligt antal
positioner dér de har samma decimal. Eftersom det bara finns ett &ndligt antal sadana par
skulle det betyda att det bara finns ett dndligt antal positioner dar nagot par har samma
decimal. I alla andra positioner skulle alltsa alla 11 talens decimaler vara olika, men det &r
enligt postfacksprincipen omdjligt. Antagandet att pastaendet ar fel ledde till motségelse,
sa saken ar klar.

11) (4p) A,B,C C X och |X| =40, |A|=|B|=|C|=18,|AnB| =11, |BNC| =7,
|[CNA|l=6,][ANBNC| = 4. Visoker antalet funktioner f : X — X sadana att for alla
x € X innehaller var och en av A, B och C precis en av = och f(x).

Losning:

Villkoret pa f innebér precis att f(z) € AN BN Ce {or alla z € AN BN C och omvint,
att f(x) € ANB°NC* for alla . € AN BN C och omvént, osv.

Med ett Venndiagram (eller inklusion/exklusion) ses att [ANBNC°| = |ANB|—|ANBNC| =
11—4=7o0chpss. [ANB°NC|=2,|A°NBNC| =3 och efterhand |[AN B*NC°| =
5, |A°NBNC?| =4, |A°NB°NC| =9, |[A°NB°NC° = | X N (AUBUC)| = 6. Antalet funk-
tioner fran en k-méngd till en n-méingd ar n”*, s& svaret fas med multiplikationsprincipen.
Svar: Antalet sddana funktioner ar

64.46.53.35.97.79.42.24(= 7967 115 764 281 856 992 739 328 000).




12) (5p) Ki7:s kanter har fargats med tre farger. Vi visar att det finns en enfirgad triangel.

Lo6sning:

Som i exemplet i Biggs 10.1, men ”ett steg till”.

Valj ett horn, vy sdg. Bland dess 16 kanter maste minst 6 ha samma férg, fo sig (”gener-
aliserade postfacksprincipen”, Biggs 10.1). Lat V’ vara méangden av vg:s ” fo-grannar”. Om
nagon kant inom V' har farg fo ger den med tva kanter till vy en enfirgad triangel. Annars,
tag ett horn v1 1 V', det har minst 5 grannar i V’ och alla kanter till dessa har en av tva
farger. Det finns alltsa minst tre kanter (inom V') fran v; med samma farg, f; sidg. Lat V"
vara mangden av vy:s ” fi-grannar” i V/. Om nagon kant inom V" har farg f1 ger den med
tva kanter till v; en enfargad triangel, annars har alla kanter inom V' samma farg, men
|[V"| > 3, sa i alla fallen finns en enférgad triangel. Saken ar klar.

13) (5p) Vi skall visa att om en graf G = (V, E) har medelvalens d(= ﬁ Y zev 0(x)), sa
har G en delgraf G’ = (V', E') dér alla valenser ar > 4.
Losning:
Induktion &ver |V].
Bas: Om |V| =1 dr pastaendet trivialt sant (d =0, G' = G).
Steg: Antag att pastaendet ar sant for alla grafer med k € Z hérn och 1at |[V]| =k + 1.
Om §(v) > 4 for allav € V, tag G' = G.
Annars, tag ett v € V med §(v) < 4 och lat Gy = (V4, Ey) vara G med v och alla dess
kanter borttagna (sa |[Vi| = |V| =1 =k, |E1| = |E| — §(v) > |E| — &).

]

2
- R R | _ 2B  20E=9) _ 2BI-Ty7 _ 2iB| _
D4 ar medelvalensen i G1: di = A ZzEVl 01(x) = VAR VIS = v = d,

sa enligt induktionsantagandet finns en delgraf till G; (s& ocksa till G), med alla valenser
> %1 > g. Steget dr ddrmed klart.
Enligt induktionsprincipen géller pastaendet for alla dndliga grafer. Saken ar klar.




