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Tryckfel kan féorekomma.

1a) (1p) (G,o) &r en grupp omm 1. (zoy)oz = zo(yoz) for alla z,y, z € G (associativitet),
2. Det finns e € G sadant att eox =z oe =z for alla © € G (identitetselement) och

3. For varje » € G finns 27! € G med zox™! =271 o x = e (inverselement).

(Villkoret om slutenhet behdvs inte, eftersom vi férutsatt att o : G x G — G.)

b) (1p) Gruppen (G, o) &r abelsk omm aob = boa for alla a,b € G.
c) (1p) 105 | 3150, s& det sokta antalet &r (Biggs sats 20.9) ¢(105) = p(3-5-7) =2-4-6 = 48.

23.) (1p) Stabilisatorn for x € X ar G, = {g eqG ‘ gxr = .’L'} (med gz resultatet av g:s verkan pa x).
b) (1p) Om z € X har banan Gz och stabilisatorn G, géller |G| = |Gz| - |G,|.

¢) (1p) Operationen - skall vara kommutativ och alla € R utom 0 skall ha en multiplikativ
invers 7! € R (dvs z -2~ = 1). R skall forstés ha en etta.

3a) (1p) Mojliga vérden for karakteristiken &r alla primtal och 0.
b) (1p) (F ~ {0},-) ar en cyklisk grupp.
c) (1p) Om f(z) € Fx] och a € F &r x — « en delare till f(z) omm f(a) =01 F.

4a) (1p) H:s kolonner skall alla vara olika och inte 0-kolonnen.

b) (1p) Om p, g &r primtal och k =(,_1)(q—1)1 &r zk =,z for alla z € Z.

c) (1p) Fermattestet med bas b (b € z4, b < N) fOr att avgdra om N € Z, &r ett primtal:
Ar b¥=1 =1 (mod N)? Om svaret &r "nej” &r N inte ett primtal.

5) (3p) Vi soker |<276, 672>‘ (da (276,672) dr den minsta delgruppen till (Z1440, +) med 276,672 i).

Losning:

Om d dr en gemensam delare till 276 och 672, dr (d) en delgrupp som innehaller bada talen.
12 = sgd(276, 672) (Euklides algoritm: 672 = 276 -2+ 120, 276 = 120-2 4 36, 120 = 36 -3+ 12, 36 = 12-3+0)
ingdr i (276,672) (ty = 276a + 672b), s& (276, 672) = (12), med [(12)| = 143% = 120 (ty 12 1440).

Svar: Den betraktade delgruppen har 120 element.

6) (3p) Vi soker banan Gz och stabilisatorn G, da G = {(1), (123), (132)} C S5 verkar med
elementvis multiplikation pa X = méngden av H:s (H = {(1),(12)}) vénstersidoklasser i
Ssoch (123)exe X.

Lo6sning:

(WH={(1),(12)} =(12)H, (13)H ={(13), (123)} = (123)H, (23)H ={(23), (132)} = (132)H,
sa X = {H,{(13), (123} {(23),(132)}}, 2 = {(13),(123)} och (1)z =z, (123)z =
{(23),(132)}, (132)z = {(12),(1)} = H. Viser att Gx = {gz | ¢ € G} = X och

G.={g€Glgz=2}={(D} Svar: Go = X, Gy = {(1)}.

7) (3p) Vi soker den moniska sgd(f(z),g(x)) i Zs[z], d& f(x) = 2° + 32% + 322 + 4 och
g(z) = 2t + 2% + 222 + 4w + 1.

Lo6sning:

Vi anvander Euklides algoritm. Polynomdivision ger

f(x) = g(x)(z +4) +ri(z), dir ri(z) = 223 + 22 + 3z,

g(x) = r1(2)(3x + 4) + ro(x), dir 7o(x) = 422 + 22 + 1 och

ri(xz) = 3z - ra(x) + 0, s& ro(x) &r en sgd(f(x), g(x)).

Den moniska fas (eftersom 4-4 =1 z5) som 4 - ro(z) = 2% + 3z + 4.

Svar: Den moniska stérsta gemensamma delaren &r x2? + 3z + 4.




8) (3p) Vi soker x € Zggg med E(z) = 55 for ett RSA-system med (n,e) =
Losning:

n =299 =13-23,sa m = (13 —1)(23 — 1) = 12-22 = 264. e = 53, sa det réicker om d
uppfyller 53d =264 1. Anvand Euklides algoritm: 264 = 53-5—1,sa 1 = 53-5—1-264 och vi
kan ta d = 5. Vi beriiknar D(55) =99 55°, 0 < D(55) < 299: 552 = 3025 =299 35, 55 =299
352 = 1225 =990 29, 555 =09 55 - 29 = 1595 =q90 100, si

Svar: Meddelandet var '100°.

(299, 53).

9) R ir ringen Zs[z]/(k(z)), dir k(z) = 2% + 202 + 2 + 3 och w:s ekvivalensklass kallas a.

Vi soker (a, 2p) (a? + 2a + 3)(2a2 + 3a + 4) och (b, 2p) antalet inverterbara element i R.

Losning:

a. (2% + 22 + 3)(222 + 32 + 4) = 22* + 223 + 2% + 22 + 2 och polynomdivision ger att det
ar (2o + 3)k(x) + 322 + 32+ 3,84 (a? +2a +3)(2a® +3a+4) =3a? +3a+ 31 R.

(Alt. k(a) =0, sa a® = 3a2 +4a+ 2, vilket ger at =32 +4a? +2a = 3(3o¢2 +4a+2) 4+ 40?420 = 3a% +4a+ 1,
sitt in i (o + 2a 4+ 3)(2a? + 3a + 4) = 20* +20° + a? + 200+ 2))

b. For att se vilka av R:s element som &r inverterbara faktoriserar vi k(x).

k(x) dr av grad 3, sa om det ar reducibelt har det minst ett nollstélle (faktorsatsen). k(0) = 3,
k(1) =2,k(2) =1, k(3) =1, k(4) = k(—1) = 3, sa k(z) saknar nollstélle och &r irreducibelt.
S& R ir en kropp och alla dess element utom 0, |R| — 1 = 5% — 1 = 124 st, ir inverterbara.
Svar a: 3a2 + 3a + 3, b: R har 124 inverterbara element.

10a) (2p) Vi soker (a, 2p) antalet vésentligt olika armband med 6 fargade (k farger mojliga)
pérlor pa en 6gla och (b, 2p) hur méanga av dem som har minst en vardera rod och bla pérla.

Lo6sning:

a. Vi anvander Burnsides lemma. Om armbandet placeras med pérlorna i hérnen av en
regelbunden sexhorning, ser man att gruppen G som verkar pé maéangden av konfigurationer
beskrivs av identitetsavbildningen id, elementen r,72,. 5 (dér r #r rotation %’r = 3
kring en axel genom sexhorningens mittpunkt och mGelrat mot dess plan) och tre ohka
rotationer m vardera av typ s1, s2 (ddr s; ar rotation kring en axel i sexhérningens plan,
genom mittpunkter av tva av motstaende sidor och s kring en axel genom tva motstaende

hérn). |F(g)|, antalet konfigurationer som inte dndras av g, ses vara som i tabellen:

o | il | P | r)
id 1 [1] kS
r,ro 2 [6] k
r2,r 2 [32 k>
rs 1 [23] k3
S1 3 [23] k‘3
82 3 [1222] K

Sa antalet vésentligt olika armband = antalet banor under G:s verkan = |—(1;‘ > gec [F(9)] =

= L (1 kS + 2k + 2k2 + k3 + 3k + 3k*) = L (KO + 3k* + 4k3 + 2k + 2k).

b. Lat X vara alla fargningar i a) och B de utan nagon bla pérla, R de utan nagon rod

pérla. Da soker vinu | X N\ (BUR)| = |X|—|B|—|R|+|BNR| = f(k)—2-f(k—=1)+ f(k—2),

dér f(k) ér svaret i a). Det blir §(5k* — 20k3 + 41k* — 38k + 14).

Svar a: Antalet olika sddana armband ar f(k) = %(kz6 + 3k* + 4k3 + 2Kk? + 2k),
b: Antalet &r nu (5k* — 20k® + 41k? — 38k + 14).

(Det gar ocksa bra att svara i b) utan att utveckla, sa svaret kan borja ﬁ(k6 —2(k —

DS+ (k—2)54...)




11) H, K ar delgrupper till gruppen G. Vi skall visa (a, 1p) att H N K &r en delgrupp till
G och (b, 3p) att om H U K &r en delgrupp till G, s &r H C K eller K C H.

Lo6sning:
a. Enligt kind sats (Thm 20.7 i Biggs) &r D C G en delgrupp till G omm
S0: D#@,Sl: ;;ye D=a2ye D,S2: v€ D=2"'e€D.

Hér: Eftersom 1 € H, K giller 1 € H N K (1 identitetselementet i G), sa SO
c2wweEHNK=zx,ye HK=xye H K=xyec HNK,saSl,
reHNK=2ceHK=a2'eH K=21'c HNK, sa S2. a-Saken ar klar.

b. Antag att H Z K och K ¢ H. Pastaendet foljer om vi visar att H U K inte ar en grupp.

Lithe HNK, ke K\ H.

D& hk ¢ H, ty om hk = hy € H skulle k = h=*hy € H, och hk ¢ K, ty om hk = k; € K

skulle h = k1 k~! € K. HU K #r alltsa inte sluten under produkten (n,k € HUK, hk ¢ H U K)

och darmed inte en grupp. b-Saken ar klar.

12) (G, %) och (A, o) med identitetselement I respektive e dr grupper (A abelsk). G verkar
pa méngden A med g(aob) = g(a)og(b) (fsr g € G, a,b € A). Viskall (a, 3p) visa att (K, ®) ar
en grupp, dir K = G x A och ® ges av (g1,a1) @ (g2,a2) = (g1 * g2, g1(az) o a1) och (b, 2p)
avgora om Hy = G x {e}, Hy = {I} x A &r delgrupper och normala delgrupper till (K,®).

Losning:

a. Att (K, ®) ér en grupp foljer av att axiomen for en grupp (G1-G4) ar uppfyllda.

G1 (slutenhet): g1 * g2 € G och gi(ag) oca; € A for alla ¢g1,92 € G, a1,a2 € A (G, A slutna

under *, o och gi(az) € A). G1 Kklart.

G2 (associativitet): ((g1,a1) © (g2,a2)) © (g3, a3) = (91 * g2, 91(az) © a1) © (g3, as) =

= ((91%92) * g3, (91 % g2)(az) o (g1 (az) 0a1)) skall vara lika med (g1, a1) ® (g2, a2) © (g3, as)) =

= (91,01) © (92 * g3, g2(as) o az) = (g1 * (92 * g3), 91(92(a3) © az) o az).

(91 * 92) * g3 = g1 * (g2 * gg) (* associativ),

(91 * gg)(ag) o (gl(ag) o (11) = (gl(gg((lg)) 0 g1 (G,Q)) O a1 (G verkar pa A, o associativ) och

g1 (gg(ag) o] az) ocay = (91 (92 ((13)) 0 g1 (ag)) O a1 (givna egenskapen hos G:s verkan) G2 klart.

G3 (identitetselement): (I,e)®(g,a) = (Ixg,I(a)oe) = (g,ace) = (g,a) och (g,a)®O(1,e) =
(g v g( ) ) (g, eo CL) ( ) (I, e identitetselement, I(a) = a (alla a € A), g(e) = e (alla g € G)

(ty eogle) = gle) = gleoe) = g(e) og(e))), sa (I,e) ar ett identitetselement. G3 klart.

G4 (invers): (g,a) © (97" g (a™!)) = (gxg " 9(g7 (@) oa) = (I,(gxg " )(a 1) oa) =

= (I,I(ail) o a) = (I,a’l o a) (I 6) (! invers i G eller i A, G verkar pa A, I(b) =b, allabe A),

(6719 Ha ) @ (g,0) = (g 9,9 Ha)o g (a)) = (g aoa 1)) = (I, g~ (e)) =

= (I,e),s4 (g7, g7 (a™1)) ér inverselement till (g,a). G4 klart. S& (K, ®) dr en grupp.

b. H; och Hy ar delgrupper till K (bijektionerna ¢1((g,e)) = g, ¢2((I,a)) = a ar isomorfier med G

respektive A, ty (g1,¢e)®(g2,¢e) = (g1*g2, g1(e)oe) = (g1*g2,€) och (I,a1)O(I,a2) = (IxI,I(az)oar) = (I,ar10az2).

(I,a) ® Hy ={(g,a) | g € G} och H; ® (I,a) = {(g,9(a)) | g € G} &r inte lika om g(a) # a

fér nagot g € G, sa H; behover inte vara en normal delgrupp.

(9,0) ©Hs = {(g,9(a’)oa) | &’ € A} och Hy®(g,a) = {(g,a0d’) | o’ € A}. Bada ar {g} x A

(g verkar som en bijektion pa A), sa, H2 ar normal.

Svar b: H; och H;, ar delgrupper. H, ar normal, men det ar H; inte sikert.

(K kallas en halvdirekt produkt av grupperna G och A. Villkoret att A ar abelsk behovs inte (se 16sningen).
Mer naturligt dr att definiera (g1,a1) ® (g2, a2) = (g1 * g2, a1 0 g1(az)).)

13) (5p) f(x) = 23 + 62, h(x) = 23 + 322 + 42 + 5 € Zz[z] och vi séker alla k € Z, sadana
att f(x)¥ =1 (mod h(x)).

Losning:

Vi faktoriserar h(z) i irreducibla faktorer och finner h(z) = (z + 3)(2% +4) (h(4) = 0 och 2 +4
saknar nollstillen i Z7). Eftersom entydig faktorisering géller i Z7, innebér det att

B(@) | (@) —1) & (0 +3) | (F@)F — 1) och (&% +4) | (f(x)* - 1))

f(x) =oys 4, f(2)? =034 =2, f(2)3 =pq3 loch fork € Zy: (z+3) | (f(x)"—1) & 3| k.
f(2) =p2py 22, f(2)? =424y 22)2 =4-3=5. Udda k € Z, ger f(2)* =204 ax, a € Zy
och f(z)4681012 = , 1 4.6,2,3,1safor k€ Zy: (22 +4) | (f(2)F - 1) & 12 k.

Bada villkoren &r alltsa for k € Z, uppfyllda omm 12 | k. Enligt ovan ger det vart svar.
Svar: Alla k=12n, n € Z;.




