Matematik, KTH
B.Ek

Lésningar tenta TENB SF1630(/1631) DISKRET MATEMATIK, D3 m.fl.

16 mars 2016
Tryckfel kan féorekomma.

1a) (1p) (G,o) &r en grupp omm 1. (zoy)oz = zo(yoz) for alla z,y, z € G (associativitet),
2. Det finns e € G sadant att eox =z oe =z for alla © € G (identitetselement) och

3. For varje » € G finns 27! € G med zox™! =271 o x = e (inverselement).
(Villkoret om slutenhet behdvs inte, eftersom vi férutsatt att o : G x G — G.)

b) (1p) Om H é&r en delgrupp till den &ndliga gruppen G, ar |H| en delare till |G]|.
c) (1p) En grupp G ar cyklisk omm det finns ett € G sadant att for varje ¢ € G finns
(minst) ett n € Z med g = 2™ (om n <0 &r &™ = (=)™ ™).

2a) (lp) Stabilisatorn for z € X ar Gw = {g eG ‘ gr = CIL‘} (da g ar resultatet av g:s verkan pa x).
b) (1p) Om z € X har banan Gz och stabilisatorn G, géller |G| = |Gz| - |G,|.
c) (1p) Jada. (Zy,,+,-) &r en ring for varje m € Z,..

3a) (1p) Om (F,+,-) ar en dndlig kropp ar (F ~ {0}, ) en cyklisk grupp.

b) (1p) Karakteristiken for (F, +,-) ar ordningen for den additiva delgruppen (1) som gene-
reras av 1 (om, i odndlig F, |(1)| = oo, siigs karakteristiken vara 0).

c) (1p) Faktorsatsen: Om f(x) € F[x] ar  — « en delare till f(x) omm f(a) =01 F.

4a) (1p) En binér kod med minimala avstandet § réttar upp till | 252 | fel (heltalsdelen av 252).
b) (1p) I ett RSA-system med offentliga parametrar (n,e) ar E(x) = 2°¢ i Z,.

c) (1p) Fermattestet med bas b (b € ., b < N) for att avgéra om N € Z, &r ett primtal:

Ar b¥—1 =1 (mod N)? Om svaret &r "nej” &r N inte ett primtal.

5) (3p) Vi soker alla méjliga varden bland 1, 2, ..., 10 {or |G|, da gruppen G har ett g € G
med g 75 1 och 912 = 1 (G:s identitetselement).

Lo6sning:
g2 =1,s3 0o(g) = 2,3,4,6 eller 12 (ty o(g) | 12 och g # 1). Eftersom o(g) | |G| &r |G| =1, 5, 7
omgjliga. Ovriga varden ar mojliga, vilket t.ex. ses genom att ta G cyklisk.

Svar: Vardena 1, 5, 7 ar omdjliga, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10 d&r mojliga.

6) G = Usg, gruppen av inverterbara element i ringen (Zzo, +, -). Vi (a, 2p) soker alla banor
da G verkar pa X = Zgy med multiplikation och (b, 1p) ska verifiera var formel for antalet
banor i detta fall.

Losning:

a. G =1{1,3,7,9,11,13,17,19}, vilken ocksa &r en bana, G = G1 = G3 = ... = G19 (fer

a,b € G fas ba~' € G och (ba~')a =b). Vidare fas banorna:

G0 ={0}, G2 =1{2,6,14, 18}, G4 = {4,8,12,16}, G5 = {5,15}, G10 = {10}.

b. For g € G, x € Zsg fas gx = x omm (g— 1)z = 0 (i Zs0). |F(g)| &r antalet 2 som uppfyller

detta. Man finner g ‘ 1 3 7 9 11 13 17 19 (|F(g)| =sgd(g—1,m), antalet mutipler
[F(g)l [20 2 2 4 10 4 4 2

STy | Zm, hiir m = 20) och Burnsides lemma ger antalet banor som

07 gec [F() = §(204+2+2+4+10+4+4+2) = 4 =6, vilket stimmer!
Svar a: Banorna ar {0}, G, {2, 6,14, 18}, {4,8,12,16}, {5,15}, {10}, b: Se ovan.

av




7) (3p) Vi soker alla moniska irreducibla polynom i Zs[x] som delar bade
flx)=a+ a3+ 22 +2+2o0ch g(x) =25+ 25+ 23+ 1.

Losning:

Gemensamma faktorer ar precis faktorer i den stoérsta gemensamma delaren till f(z) och
g(x).

Vi anvander Euklides algoritm:

Polynomdivision ger g(z) = (z + 1) f(x) + 2h(x), dir h(z) = 2* + 2% + 222 + 1.

Pss. f(z) = (x 4+ 2)h(x) + 0, sa sgd(f(x),g(x)) = h(x) och vi ska finna h(x):s moniska
irreducibla faktorer.

Vi soker forst linjara faktorer. Enligt faktorsatsen motsvarar de precis nollstéllen till h(z).
Man finner h(0) =1, h(1) =2, men h(2) =0, sa  —2 =z + 1 &r en faktor i h(z)

Division ger h(l‘) = (III —+ l)k(z), dar k(l‘) = $3 + 2x + 1 (bada faktorerna moniska).

x + 1 &r irreducibelt, men vi forsdker faktorisera k(x). k(0) = k(1) = k(2) =1 # 0, sa k(x)
ar irreducibelt (degk(z) = 3, s& varje icke-trivial faktorisering maste ha en férstagradsfaktor).

Svar: De stkta faktorerna ar « + 1 och 3 + 2z + 1.

8) (3p) Vi vet att 1234593 =747 4083 och soker ett k € Z, med 4083% =¢7¢7 1234.
Lo6sning:
Vi kénner igen ett RSA-system med n = 6767 och e = 503 och soker d, hér kallat k.
6767 = 67 - 101, bada primtal, sa m = 66 - 100 = 6600 och d fungerar om e - d =ggoo 1.
Euklides algoritm: 6600 = 503 - 13 +61 sa 1 =061 —4(503 —8-61) =
503 =61-8+ 15 = —4-503 4 33(6600 — 13 - 503) =
61=15-4+1 = 33-6600 — 433 - 503 =
= (33 — 503) - 6600 + (6600 — 433) - 503 =
= —470 - 6600 + 6167 - 503

Sa vi kan ta d = 6167(= k).

Svar: Ett sddant k ar 6167. (Ett annat &r 2867 (det ricker att e - d =gm(66,100) 1)-)

9) (4p) SL(2,Zs) dr mingden av 2 x 2-matriser med element i Zy och determinant 1.
Vi ska visa att SL(2,Z3) ar en grupp och bestdmma ordningarna for dess element.

Losning:

Eftersom det(AB) = det(A) - det(B) &r SL(2,7Z5) sluten under multiplikation.
Matrismultiplikation &r associativ, enhetsmatrisen ({ {) ar identitetselement,

det(A) 7& 0 = A~! existerar (och &r A:s invers), sa SL(2, Zg) ar en grupp. (Isomorf med S3.)

Matrismultiplikation ger ordningarna (o(A) = minsta n € Z; med A™ = (}9)). De blir:

Svar: element (5?) (5i) (25) (1) (i) (39
ordning 1 2 2 3 3 2

10) Vi skall visa att om p #r ett primtal ir (a, 2p) 2P~ ! —1=(z—1)(z—2)...(z— (p—1))
i Zy[z] och (b, 2p) (p — ! =, —1.

Losning:

Enligt Fermats lilla sats ar varje a # 0 i Z,, ett nollstalle till polynomet, sa enligt faktorsat-
sen dr 2P~ — 1 delbart med dessa x — a i Z[x].

De irreducibla (grad 1, ju) polynomen x — 1,2 — 2,...,2 — (p — 1) &r olika och delar alla
det givna polynomet. Siledes giller att zP~' — 1= (z —1)(z —2)...(z — (p— 1)) - g(z) for
nagot polynom g¢(z). Men graden f6r bada leden &r lika, sa g(z) r en konstant och genom
att jamfora hogstagradstermerna ser man att g(z) = 1. a-saken ar klar.
Genom att siitta in 2 = piresultatet nyss fasp? "1 —1 = 0-1 = (p—1)(p—2) ... (p—(p—1)) =
= (71)17711 22 (pf 1) i Zp, dvs (pf 1)' =-1 (mod p) (Om p dr udda &r (—1)P~! = 1, liksom
dap=2da—1=1) b-saken ar ocksa klar.




11) (4p) S¢ ar gruppen av permutationer av G, sjilv en grupp.
Vi soker en isomorfi mellan G och en delgrupp till S¢.

Lo6sning:
Detta ar ett klassiskt resultat som kallas Cayleys sats. Det innebar tydligen att varje grupp av ordning n &r isomorf
med en delgrupp till S,,.
Den sokta isomorfin ges av 7 : G — 7(G), 7 : g — 7y, dér my(h) = gh och w(G) &r bilden
av G under m:s verkan, {r, | g € G} C S¢.
Vi ska visa att 7 dr bijektiv (dvs injektiv och surjektiv) och bevarar struktur (dvs att
Tgh = Ty, for alla g, h € G).
g =7 = (1) = (1) = gl = hl, for alla g,h € G. Det visar att 7 ar injektiv.
7 &r (forstas) surjektiv (enligt definitionen av 7(Q)).
For godtyckliga g,h,k € G géller my(my(k)) = my(hk) = g(hk) = (gh)k = mgn(k), sa
TgTh = Tgn, och 7 bevarar struktur. Detta visar ocksa att 7(G) &r en delgrupp till Sg.
Svar: En sadan isomorfi ges av 7 : G — ©w(G), 7 : g — 7y,

dir wg(h) = gh och n(G) = {ry | g € G} C Sg..

12) (5p) Vi soker g(x) € Zs[x] sadant att F = {bya + by | bp,b1 € Z5} med g(a)) = 0 blir
en kropp och f(z) = z* + 22 + x + 2 € Zs[z] faktoriseras i forstagradsfaktorer i F[z]. Vi
soker ocksa en sadan faktorisering.

Lo6sning:

Vi faktoriserar forst f(x) i Zs[z]. f(x) har nollstéllena 3 och 4, sa faktorerna z+2 och x +1.
Polynomdivision ger f(z) = (x + 1)(x + 2)(2? + 4z + 1).

Den sista faktorn saknar nollstéllen i Zs och ar darfor irreducibel (ty av grad < 3). For att
kunna faktorisera den i F viljer vi g(z) = 22 + 4z + 1,88 o> + 4a+1 =0, dvs o® = a + 4.
Fran den allménna teorin foljer att F' enligt lydelsen &r en kropp och polynomdivision med
x—a=x+4ai Fz] ger att g(x) = (x + 4a)(x + a + 4).

Svar: g(z) = 22 + 4z + 1 ger f(z) = (z + 1)(z + 2)(z + 4a)(z + a + 4).




13) Vi soker (a, 1p) ordningen |G| for hela symmetrigruppen fér en kub, (b, 1p) antalet
udda permutationer i Sg som ges av G:s verkan pa kubens hérn och (c, 3p) antalet kirala
(dvs viisentligt olika sina spegelbilder) fargningar med hogst k farger av kanterna i en tetraeder.

Losning:

a. Om x &r ett av kubens horn bestar dess bana av alla hérnen, sa |Gz| = 8. Stabilisatorn
ges av alla permutationer av x:s tre grannhorn (som motsvarar tre rotationer (diribland id) och tre
speglingar i plan genom x och en av dess kanter), sa |G3;| = |S3| = 6. Det ger att |G| = |GI| . |GT| = 48.
b. G innehaller 24 rotationer. Deras cykelstrukturer som element i Sg dr [18] (id), [123?]
(axel genom horn), [4?], [2%] (axel genom sidors mittpunkter, 3 resp. ), [2¢] (axel genom
kanters mittpunkter), alla med ett jamnt antal cykler av jamn ldngd, sa de &ar alla jamna
permutationer. Spegling i ett plan parallellt med tva sidor ger cykelstruktur [24], s en jimn
permutation. Denna spegling ganger rotationerna ger alla icke-rotationer (olika och precis
24 stycken i G), sa alla permutationerna i Sg &r produkter av jimna, sa inga udda.

c. Kalla tetraederns rotationssymmetrigrupp G, och dess hela symmetrigrupp Gj. Kirala
fargningar ar da precis de vilkas banor under GG, ar unionen av tva banor under G,.. Antalet
kirala fargningar &r alltsa 2-(skillnaden i antalen banor for G, och Gy,).

Vi anvinder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs) och behover |F(g)| for alla g € G,., Gy,.

|G7~| = 12 (fér ett hérn z &r |Grz| = 4 (Grz = {hérnen}) och [(G,)z| = 3 ((G,)s rotationer, axel genom x)).

typ for kanternas _ pantalet cykler
typ g antal permutation |F(g)| k
id 1 [19] K©
axel kant-kant | 3 [1222] k*
axel horn-sida | 8 [32] k2
For Gy, tillkommer lika manga icke-rotationer (som i b.). |Gj| = 24, svarande mot alla

permutationer av de fyra hornen. Vi finner for de "nya” elementen (de i Gi ~ G..):

typ for hornens typ for kanternas

__ L.antalet cykler
permutation antal permutation [E(9)| =k
[122] 6 1292 L4
[4] 6 [24] 2

Burnside ger antalet banor for G,: (kS + 3k* + 8k?) och
antalet banor for Gp,: 57 (kS + 3k* + 8k? + 6k* + 6k%) = 57 (kO + 9k* + 14k?).
Enligt ovan blir antalet kirala firgningar: 2 - (&5 (k% 4 3k* + 8k?) — 55 (kS + 9k* + 14k?)) =
=2 (kS — 3k* + 2k%) = 5E2(K? — 1)(k* - 2).
Svar a: |G| = 48, b: inga av permutationerna ir udda,
c: antalet kirala fargningar &r ;-k?(k? — 1)(k? — 2) st.




